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Resumen

Las funciones de Bessel son soluciones de la Ecuación Diferencial Ordinaria (EDO)

de segundo orden

x2 y′′(x) + x y′(x) + (x2 − ν2) y(x) = 0,

donde ν es un número real o complejo, cuando ν es entero y se conoce se dice que es el

orden de la función de Bessel. Las Bessel de primera especie son soluciones de la EDO

finitas en x = 0 para ν ∈ Z+, divergentes cuando x → 0 para −ν ∈ Z−, esta función se

denota por Jν(x) y para orden entero es posible definir la serie de Taylor cerca de x = 0

por

Jν(x) =
∞∑

n=0

(−1)n
(

x
2

)2n+ν

n! (n+ ν)! , ν ∈ Z.

Si ν ∈ Z, Jν(x) y J−ν(x) son las soluciones. Si ν ∈ Z, entonces

J−ν(x) = (−1)νJν(x). Ahora bien, cuando x es imaginario puro la EDO se llama

ecuación de Bessel modificada y sus soluciones se llaman funciones de Bessel modificadas

de primer y segundo tipo, Iν(x) y Kν(x) y están definidas por

Iν(x) = i−νJν(ix), Kv(x) = ĺım
n→v

Kn(x) = ĺım
n→v

π

2 · I−n(x) − In(x)
sen(nπ) para todo v ∈ Z.

Estas funciones son soluciones linealmente independientes de

x2 y′′(x) + x y′(x) − (x2 + ν2) y(x) = 0.

Este trabajo está enfocado en realizar la aproximación de la función de Bessel

modificada de segunda especie K1(x). La función de Bessel modificada de segunda especie,

junto con la función de Bessel de primera especie, forman un sistema fundamental de

soluciones para diversas aplicaciones, permitiendo aproximaciones en problemas complejos

en la ingeniería y la física aplicada.

Palabras clave: Aproximación, función de Bessel, modificada, primera especie,

segunda especie, orden.
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Abstract

Bessel functions are solutions to the Ordinary Differential Equation (EDO) of

second order

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − ν2)y(x) = 0,

where ν is a real or complex number. When ν is an integer and known, it is referred to

as the order of the Bessel function. First-kind Bessel functions are solutions of the ODE

that are finite at x = 0 for ν ∈ Z+, and divergent as x → 0 for −ν ∈ Z−. These

functions are denoted by Jν(x) and for integer order, a Taylor series expansion around

x = 0 can be defined as

Jν(x) =
∞∑

n=0

(−1)n
(

x
2

)2n+ν

n! (n+ ν)! , ν ∈ Z.

If ν ∈ Z, then Jν(x) and J−ν(x) are both solutions. For integer ν, we have

J−ν(x) = (−1)νJν(x). Now, when x is purely imaginary, the EDO is called a modified

Bessel equation and its solutions are known as modified Bessel functions of the first and

second kind, Iν(x) and Kν(x), respectively, and are defined by

Iν(x) = i−νJν(ix), Kv(x) = ĺım
n→v

Kn(x) = ĺım
n→v

π

2 · I−n(x) − In(x)
sen(nπ) for all v ∈ Z.

These functions are linearly independent solutions of

x2 y′′(x) + x y′(x) − (x2 + ν2) y(x) = 0.

This work focuses on approximating the modified Bessel function of the second kind

K1(x). The modified Bessel function of the second kind, together with the first-kind Bessel

function, form a fundamental system of solutions for various applications, enabling

approximations in complex problems in engineering and applied physics.

Keywords: Approximation, Bessel function, modified, first species, second species,

order.
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Introducción

Las funciones especiales han sido históricamente una herramienta fundamental en el

análisis matemático de fenómenos físicos complejos. Dentro de este amplio conjunto, las

funciones de Bessel tienen un papel destacado debido a su capacidad para modelar

situaciones que presentan simetría cilíndrica o esférica, tales como la propagación de ondas,

la conducción de calor y la difusión de sustancias en medios no homogéneos. En particular,

la función de Bessel modificada de segunda especie K1(x) ha demostrado ser esencial en

diversas aplicaciones de la física e ingeniería, desde la teoría del calor hasta las

telecomunicaciones ópticas, pasando por la mecánica cuántica y la teoría del potencial.

La función K1(x) es una solución de la ecuación diferencial de Bessel modificada,

una variante de la ecuación de Bessel clásica, y aparece de forma natural cuando se

resuelven ecuaciones diferenciales con condiciones de contorno que implican decaimiento

exponencial. Su comportamiento presenta características asintóticas particulares: diverge

logarítmicamente en el origen y decrece exponencialmente para valores grandes de x. Esto

hace que su evaluación numérica no sea trivial en todo su dominio. Los métodos

tradicionales, como la serie de Taylor, la serie asintóticas, las representaciones integrales o

las aproximaciones de Debye y Hankel, si bien útiles, presentan dificultades

computacionales o pérdida de precisión en rangos críticos.

Dado lo anterior, este trabajo surge con la necesidad de desarrollar un método de

aproximación para la función K1(x) que supere estas limitaciones, ampliando el rango de

aplicabilidad y mejorando la eficiencia computacional sin sacrificar precisión. Para ello, se

han utilizado diversas herramientas del análisis matemático, incluyendo el teorema del

binomio, el truco de Feynman, la función gamma, la función exponencial integral, la

transformada de Laplace y su extensión más conocida como Maz Identity, entre otras.

A lo largo del documento se presenta un recorrido teórico por las propiedades de

K1(x), seguido por una formulación analítica de nuevas expresiones de aproximación. Se

introduce una fórmula original, denominada Aproximación V N de K1(x), obtenida a
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partir de transformaciones matemáticas profundas, y se valida su comportamiento

mediante comparación con métodos estándar implementados en bibliotecas matemáticas de

software como SciPy o Wolfram Alpha. Este nuevo desarrollo representa una contribución

significativa al cálculo eficiente de funciones especiales, con potencial para ser aplicado en

múltiples disciplinas científicas y técnicas.
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Planteamiento del problema

Las funciones de Bessel modificadas de segunda especie K1(x) desempeñan un rol

fundamental en la resolución de aplicaciones físicas y de ingeniería, particularmente donde

surgen ecuaciones diferenciales de simetría cilíndrica y condiciones de contorno de

decrecimiento exponencial. Estas funciones aparecen en la conducción del calor en medios

cilíndricos, propagación de ondas en medios no homogéneos, modos transversales

electromagnéticos en guías ópticas, modos de vibración de una membrana delgada circular o

con forma de anillo, difusión en una red, teoría del potencial en espacios con simetría axial.

Sin embargo, el cálculo numérico preciso de K1(x) presenta dificultades en ciertos

rangos de x, especialmente en valores muy pequeños o muy grandes, donde las

representaciones en términos de series o integrales necesitan refinamientos computacionales.

Esto motiva el estudio de técnicas de aproximación eficientes para su evaluación en

distintos contextos aplicados.

Este trabajo se centra en el análisis y desarrollo de métodos de aproximación para

K1(x), explorando expresiones asintóticas, interpolaciones numéricas y estrategias de

integración eficiente. Se busca mejorar la precisión y eficiencia en los cálculos.
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Justificación

La función de Bessel modificada de segunda especie K1(x) es esencial en diferentes

áreas de la matemática aplicada, la física e ingeniería. Su importancia proviene de la

capacidad que tiene para describir soluciones a situaciones donde las ecuaciones

diferenciales poseen simetría cilíndrica o esférica y con condiciones de contorno de

decrecimiento de forma exponencial. Estas funciones ayudan a prevenir errores por valores

excesivamente grandes en algunos cálculos numéricos. La K1(x) modela el flujo de calor

en medios no homogéneos con pérdida exponencial de energía, además se usa para describir

la propagación de sustancias en medios donde la tasa de difusión depende del radio;

también modela la atenuación de ondas en el revestimiento de la fibra.

Su uso aparece en el análisis de patrones de radiación en estructuras cilíndricas y

esféricas, y en otras aplicaciones como en modelos difusos de finanzas, teoría de colas, entre

otras. Todo esto nos dice que la función de Bessel modificada de segunda especie K1(x) es

una herramienta poderosa en la resolución de aplicaciones en las que las soluciones

requieren decaimiento exponencial en ciertas regiones. En este sentido, el desarrollo de

métodos de aproximación precisos y eficientes para K1(x) es crucial para mejorar las

simulaciones y predicciones en múltiples disciplinas científicas.
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Objetivos

Objetivo General

Desarrollar un método de aproximación para calcular la función de Bessel

modificada de segunda especie K1(x), garantizando una evaluación eficiente para el rango

de x > 0.

Objetivos específicos

Analizar el comportamiento de la función de Bessel modificada de segunda especie

K1(x) en distintos rangos de x, determinando posibles dificultades en su cálculo numérico.

Desarrollar aproximaciones basadas en series y representaciones integrales,

optimizando la evaluación de K1(x).

Comparar la precisión y eficiencia del método propuesto mediante pruebas

numéricas con otros métodos o fórmulas existentes.
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Metodología

A continuación se describen detalladamente las etapas metodológicas seguidas para

el desarrollo de un método de aproximación eficiente de la función de Bessel modificada de

segunda especie K1(x). Cada paso fue diseñado para abordar un aspecto específico del

problema, desde el análisis teórico hasta la validación computacional y práctica del método.

1. Estudio de la definición y propiedades de la función K1(x)

Se inició el proceso con una revisión profunda de la función de Bessel modificada de

segunda especie de orden uno, K1(x), incluyendo su definición formal, su comportamiento

asintótico, continuidad, derivabilidad, y su relación con otras funciones especiales. Esta

etapa permitió identificar los aspectos fundamentales de su naturaleza matemática que

influyen directamente en los métodos de aproximación, tales como su decaimiento

exponencial para x → ∞ y su singularidad logarítmica en el origen.

2. Análisis de la ecuación diferencial asociada

Se analizó la ecuación diferencial de segundo orden que define a K1(x), dada por:

x2 y′′(x) + x y′(x) − (x2 + 1) y(x) = 0.

Este análisis incluyó la verificación de las soluciones fundamentales, el

comportamiento de la solución general y la aplicación de métodos analíticos (como

Frobenius) para obtener desarrollo en series. Esta etapa fue crucial para establecer una

base formal para el diseño de aproximaciones que respeten la estructura matemática de la

función.

3. Exploración de representaciones en series e integrales

Se investigaron diversas representaciones equivalentes de K1(x), incluyendo:

Series de potencias y desarrollos asintóticos para x → 0 y x → ∞,
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Representaciones integrales, como:

K1(x) =
∫ ∞

0
e−x cosh t cosh(t) dt, x > 0.

Fórmulas de recurrencia con funciones de Bessel de otros órdenes.

Estas representaciones fueron evaluadas en términos de su conveniencia para la

implementación numérica.

4. Revisión de desafíos numéricos en el cálculo de K1(x)

Se identificaron los principales retos que enfrentan los métodos actuales en la

evaluación de K1(x), como:

Inestabilidad numérica cerca de x = 0,

Pérdida de precisión para x ≫ 1,

Costos computacionales altos en algunas formas integrales.

Este paso fue fundamental para justificar la necesidad de una nueva estrategia de

apro-ximación.

5. Identificación de rangos problemáticos para los métodos existentes

Con base en la revisión anterior, se delimitaron intervalos específicos de x en los

que los métodos existentes fallan o pierden eficiencia. Se definieron dos rangos críticos:

0 < x < 0,5, donde las series convergen lentamente,

x > 10, donde algunas expresiones asintóticas requieren múltiples términos para

alcanzar alta precisión.

6. Evaluación de estrategias de aproximación alternativas

Se consideraron varias técnicas para la aproximación de K1(x), incluyendo:

Expansiones en series truncadas adaptadas a intervalos definidos,
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Evaluación numérica de formas integrales mediante reglas de cuadratura,

Ajuste de funciones mediante interpolación polinómica, racional o basada en

Chebyshev,

Modelos híbridos por tramos para cubrir todo el dominio con precisión adecuada.

Se eligieron aquellas estrategias que maximizan la precisión sin comprometer la

eficiencia computacional.

7. Implementación computacional del método propuesto

El método seleccionado fue codificado utilizando entornos de programación científica

como Python, Maple o Wolfram Alpha, aprovechando bibliotecas como extttSciPy y

extttNumPy. Se implementaron funciones personalizadas que evalúan K1(x) usando los

algoritmos propuestos, optimizando tanto el uso de memoria como el tiempo de ejecución.

8. Comparación con métodos clásicos y validación

Se llevó a cabo una validación rigurosa comparando los resultados obtenidos con los

producidos por métodos estándar incluidos en bibliotecas matemáticas reconocidas (por

ejemplo, scipy.special.k1). Se analizaron errores absolutos y relativos para múltiples

valores de x, y se comparó el tiempo de cómputo. Esta etapa permitió cuantificar las

ventajas del nuevo método en diferentes contextos.

9. Aplicación del método en problemas concretos

Para demostrar la aplicabilidad práctica del método desarrollado, se lo empleó en

pro-blemas de la física matemática, como:

Modelos de transferencia de calor en medios cilíndricos,

Soluciones de ecuaciones de difusión en geometrías radiales,

Evaluaciones en problemas de propagación de ondas.
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Esto evidenció la relevancia del método en aplicaciones reales donde K1(x) aparece

de forma natural.

10. Evaluación de eficiencia y precisión bajo distintas condiciones

Se identificaron las condiciones bajo las cuales el método desarrollado supera a los

exis-tentes, en términos de exactitud y velocidad. Se observó que, particularmente en los

extremos del dominio de x, el nuevo enfoque ofrece mejores resultados sin requerir recursos

computacionales adicionales.

11. Propuestas de mejora y futuras líneas de investigación

Finalmente, se formularon recomendaciones para la mejora del método, como:

Extender el algoritmo a funciones Kn(x) de orden arbitrario,

Automatizar la selección de la mejor estrategia según el rango de x,

Explorar el uso de redes neuronales para el aprendizaje de patrones en la función

K1(x).

Estas propuestas abren nuevas vías para el desarrollo de herramientas

computacionales más potentes y adaptativas.
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Marco teórico

El Teorema del Binomio

El Binomio de Newton es un concepto fundamental en el campo del álgebra y se

basa en la idea de expandir un binomio elevado a una potencia entera. Fue desarrollado por

el matemático y físico inglés Isaac Newton en el siglo XVII. El Binomio de Newton se

aplica a expresiones de la forma (a+ b)n, donde a y b son términos algebraicos y n es un

número entero positivo. El objetivo es encontrar una forma simplificada de esta expresión,

sin la necesidad de expandir y sumar todos los términos de la potencia.

Definición. Los coeficientes binomiales son:
(
n

k

)
= n!
k! (n− k)! , 0 ⩽ k ⩽ n.

Teorema. Sean a, b ∈ R y n ∈ N. Entonces (a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−k · bk.

Prueba. Usando inducción. La identidad (a+ b)n = (a+ b) · (a+ b)n−1 y la

hipótesis de inducción producen

(a+ b)n =
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
an−k · bk +

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
an−k−1 · bk+1

= an +
n−1∑
k=1

[(
n− 1
k

)
+
(
n− 1
k − 1

)]
an−k · bk + bn

Notemos que (
n− 1
k

)
+
(
n− 1
k − 1

)
=
(
n

k

)
.

Por lo tanto,

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−k · bk

.

Teorema Generalizado del Binomio de Newton

El teorema generalizado del binomio de Newton es una extensión del teorema del

binomio que permite expandir una expresión elevada a cualquier exponente, no solo a

exponentes enteros positivos. Este teorema tiene muchas aplicaciones en matemáticas y

ciencias, como en la probabilidad, la estadística, la física y la ingeniería.
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Teorema. Sean a, b ∈ R y n ∈ R. Entonces (a+ b)n =
∞∑

k=0

(
n

k

)
an−k · bk.

Una expansión para potencias recíprocas es:

1
(1 − x)n

=
∞∑

k=0

(
n+ k − 1

k

)
xk.

El Truco de Feynman

El "Truco de Feynman.es una técnica realmente útil para resolver integrales de forma

creativa. Al aplicar la diferenciación bajo el signo integral, como Richard Feynman lo hizo

en su trabajo, se puede simplificar el proceso y encontrar soluciones a integrales complejas,

que de otro modo serían complicadas de abordar. En el caso de la Regla de Integración de

Leibniz, efectivamente es una herramienta poderosa para la derivación de integrales

dependientes de un parámetro.

Regla de Integración de Leibniz

Teorema. Sea f : [a.b] × [c, d] → R una función continua tal que ∂f
∂y

existe y es

continua en [a.b] × [c, d]. Si definimos a g : [c, d] → R como g(y) =
∫ b

a
f(x, y) dx.

Entonces g es derivable en [c, d] y g′(y) =
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Prueba. Apliquemos el Teorema fundamental del cálculo. Para cada

(x, y) ∈ [a.b] × [c, d],∫ y

c

∂f

∂y
(x, t) dt = f(x, y) − f(x, c) ⇒ f(x, y) =

∫ y

c

∂f

∂y
(x, t) dt+ f(x, c)

Ahora bien,

g(y) =
∫ b

a
f(x, y)dx =

∫ b

a

(∫ y

c

∂f

∂y
(x, t) dt+ f(x, c)

)
dx

=
∫ y

c

(∫ b

a

∂f

∂y
(x, t) dx

)
dt+

∫ b

a
f(x, c) dx

Definamos entonces la función h : [c, d] → R dada por h(t) =
∫ b

a

∂f

∂y
(x, t) dx.

Como ∂f
∂y

(x, y) es continua en [a, b] × [c, d], entonces también es uniformemente continua.

Luego,
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sea ϵ > 0, entonces existe δ > 0 tal que si ∥(x, t1) − (x, t2)∥ < δ se tiene

∣∣∣∣ ∂f∂y (x, t1) − ∂f

∂y
(x, t2)

∣∣∣∣ < ϵ

b− a
.

Entonces

|h(t1) − h(t2) | =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

∂f

∂y
(x, t1) dx−

∫ b

a

∂f

∂y
(x, t2) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

(
∂f

∂y
(x, t1) − ∂f

∂y
(x, t2)

)
dx

∣∣∣∣∣

≤
∫ b

a

∣∣∣∣∣∂f∂y (x, t1) − ∂f

∂y
(x, t2)

∣∣∣∣∣ dx <
∫ b

a

ϵ

b− a
dx = ϵ

b− a
· (b− a) = ϵ.

Ahora, sea ϵ > 0, entonces existe δ > 0 tal que si |t1 − t2| < δ se tiene |h(t1) −h(t2) | < ϵ,

entonces h es continua. Por tanto, como

g(y) =
∫ y

c

(∫ b

a

∂f

∂y
(x, t) dx

)
dt+

∫ b

a
f(x, c) dx,

por lo anterior existe su derivada y se tiene aplicando el teorema fundamental del

cálculo que

g′(y) =
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Función Gamma

Esta función especial es una herramienta muy poderosa para evaluar muchas

integrales y series y es quizás una de las funciones especiales más aplicables tanto en

matemáticas como en ciencias matemáticas.

Definición.

La Función Gamma está definida por

Γ(x) =
∫ ∞

0
tx−1 e−t dt, x > 0.
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La Función Exponencial Integral

La integral exponencial se refiere a una familia de funciones especiales que tienen

una gran importancia en diversos campos de la matemática aplicada, como la física, la

ingeniería y la teoría de probabilidades. Existen varias definiciones para la integral

exponencial dependiendo del contexto, pero la más común es la función exponencial

integral, denotada como Ei(x).

Definición de la Función Exponencial Integral Ei(x)

La función exponencial integral Ei(x) está definida por la siguiente integral:

Ei(x) = −
∫ ∞

−x

e−t

t
dt, para x > 0.

Esta integral no tiene una forma cerrada en términos de funciones elementales, pero

es ampliamente utilizada en matemáticas y ciencias, particularmente en el análisis de

fenómenos relacionados con la atenuación y la distribución de probabilidades. La Propiedad

de Ei(x): Comportamiento para x → ∞: cuando x es grande, Ei(x) decae

exponencialmente.

Conclusión: La función exponencial integral Ei(x) es una función especial definida

por una integral impropia que involucra la función exponencial. Aunque no tiene una forma

cerrada simple, es muy útil en diversas ramas de las matemáticas y las ciencias aplicadas

para modelar fenómenos de decaimiento y atenuación.

La Función Exponencial Integral E1(x)

Es una función especial que se define de la siguiente manera:

E1(x) = −Ei(−x) =
∫ ∞

x

e−t

t
dt, para x > 0 o x ∈ C.

Además de su definición integral, E1(x) también tiene una expansión en serie para
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x > 0 dada por:

E1(x) = −γ − ln(x) −
∞∑

n=1

(−1)n xn

n · n!

Teorema. Para x > 0 o x ∈ C. Probar que

E1(x) =
∫ ∞

x

e−t

t
dt = −γ − ln(x) −

∞∑
n=1

(−1)n xn

n · n! , γ ≈ 0,577216.

Prueba. Notemos que

Γ(a) =
∫ ∞

0
ta−1 e−t dt, a > 0.

Luego,

Γ(a) =
∫ x

0
ta−1 e−t dt+

∫ x

x
ta−1 e−t dt, x > 0.

De modo que, Γ(a) = γ(a, x) + Γ(a, x) para x > 0.

Observe que E1(x) = Γ(0, x) = ĺım
a→0

[ Γ(a) − γ(a, x) ]. Ahora tenemos que

γ(a, x) =
∫ x

0
ta−1 e−t dt =

∫ x

0
ta−1

∞∑
n=0

(−1)n tn

n! dt

=
∞∑

n=0

(−1)n

n!

∫ x

0
tn+a−1 dt =

∞∑
n=0

(−1)n xn+a

(n+ a)n!

= xa

a
+

∞∑
n=1

(−1)n xn+a

(n+ a)n!

Luego,

E1(x) = ĺım
a→0

[
Γ(a) − xa

a
−

∞∑
n=1

(−1)n xn+a

(n+ a)n!

]

= ĺım
a→0

Γ(a+ 1) − xa

a
−

∞∑
n=1

(−1)n xn

n · n!

Note que para x > 0,

ψ(x) = d

dx
ln(Γ(x)) = Γ′(x)

Γ(x) ⇒ Γ′(x) = Γ(x) · ψ(x).



22

Ahora, usando la regla de L’Hopital tenemos que

E1(x) = ĺım
a→0

[ Γ′(a+ 1) − xa ln(x) ] −
∞∑

n=1

(−1)n xn

n · n!

= ĺım
a→0

[ Γ(a+ 1) · ψ(a+ 1) − xa ln(x) ] −
∞∑

n=1

(−1)n xn

n · n! .

Notemos que

ψ(1) = Γ′(1)
Γ(1) =

∫ ∞

0
e−t ln(t) dt = −γ.

Así se tiene que

E1(x) = −γ − ln(x) −
∞∑

n=1

(−1)n xn

n · n! .

Por lo tanto,

E1(x) =
∫ ∞

x

e−t

t
dt = −γ − ln(x) −

∞∑
n=1

(−1)n xn

n · n! .

Conclusión: La función exponencial integral E1(x) es una función especial útil en

matemá-ticas y ciencias aplicadas. Su definición integral y su expansión en serie la hacen

importante para resolver diversas integrales y ecuaciones que no pueden resolverse con

funciones elementales.

La Transformada de Laplace

La Transformada de Laplace es una herramienta fundamental en análisis matemático

y tiene amplias aplicaciones en ingeniería, física y ciencias aplicadas, especialmente en el

análisis de sistemas dinámicos y la resolución de ecuaciones diferenciales. La transformada

convierte funciones del dominio del tiempo (generalmente una función de t) en una función

del dominio complejo s, facilitando el análisis y manipulación de las funciones.

Definición de la Transformada de Laplace

La tranformada de Laplace de una función f denotada por L {f(x)} está definida

por la
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siguiente fórmula:

L {f(x)}(s) =
∫ ∞

0
e−sxf(x) dx, para s > 0.

Aquí:

t es la variable del tiempo en el dominio de Laplace.

s es la variable compleja de frecuencia en el dominio s.

La transformada convierte una función f(t) del dominio de tiempo en una nueva

función de la variable s, que generalmente es más fácil de manipular, especialmente

cuando se trata de ecuaciones diferenciales.

Propiedades importantes

1. L {cos(αx)}(s) = s

s2 + α2 , s > 0.

2. L {sen(αx)}(s) = α

s2 + α2 , s > 0.

3. L {xα}(s) = Γ(α + 1)
sα+1 , α > −1 y

s > 0.

4. L {xn}(s) = n!
sn+1 , n ∈ N y s > 0.

Conclusión: La transformada de Laplace es una herramienta poderosa que permite

convertir funciones del dominio temporal en funciones del dominio de la frecuencia,

facilitando la resolución de ecuaciones diferenciales y el análisis de sistemas dinámicos. Las

propiedades y ejemplos de la transformada proporcionan una base sólida para abordar

problemas complejos en diversas disciplinas científicas y de ingeniería.

Transformación de Laplace después de Laplace (Maz Identity)

Las matemáticas son reconocidas por su profunda belleza y su vasto campo de

aplicaciones, y dentro de este campo, la transformación de Laplace es uno de los temas más

fascinantes y útiles.

La historia de las matemáticas está llena de contribuciones de gigantes como Euler,

Cauchy, Ramanujan, Riemann, Leibniz, Taylor, Dirichlet, Laplace, Newton, Gauss, y
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muchos otros. Estos matemáticos no solo trabajaron en la teoría de números, sino que

también introdujeron nuevas técnicas para generalizar integrales y transformar problemas

complejos, que son fundamentales para resolver ecuaciones diferenciales y otras

aplicaciones.

Uno de los desarrollos más importantes de Laplace fue la creación de su propia

transformación, que posteriormente se ha extendido y generalizado de maneras

impresionantes. Uno de estos desarrollos es conocido como la transformación de Laplace

después de Laplace o Maz Identity, que es especialmente útil para resolver ecuaciones

diferenciales y evaluar integrales en un rango amplio de aplicaciones matemáticas.

Definición de la Transformación de Laplace después de Laplace (Maz Identity)

La Maz Identity es una fórmula matemática que relaciona la integral impropia del

producto de dos funciones con la transformada de Laplace y la transformada de Laplace

inversa de esas funciones, y se transforma en una integral impropia que es más fácil de

manejar en el dominio de la variable s. La identidad se expresa de la siguiente forma:

Teorema.

∫ ∞

0
f(x) · g(x) dx =

∫ ∞

0
L {f(x)} · L −1{g(x)} ds.

Prueba. Por definición de transformada de Laplace,

L {f(x)} =
∫ ∞

0
f(x) · e−sx dx (1)

Ahora, si

g(x) = L {h(s)} =
∫ ∞

0
h(s) · e−xs ds

y así,

h(s) = L −1{g(x)} (2).

Luego,
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∫ ∞

0
f(x) · g(x) dx =

∫ ∞

0
f(x) ·

∫ ∞

0
h(s) · e−xs ds

dx

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
f(x) · e−sx dx

 · h(s) ds

Por (1) y (2) tenemos que

∫ ∞

0
f(x) · g(x) dx =

∫ ∞

0
L {f(x)} · L −1{g(x)} ds.

Aplicaciones de la Maz Identity

La Maz Identity es una herramienta poderosa en diversas áreas, especialmente en la

reso-lución de ecuaciones diferenciales y la evaluación de integrales complicadas. Esta

técnica se utiliza en situaciones donde los métodos estándar de integración no son

suficientes o resultan demasiado complejos. Al descomponer los problemas en sus

transformadas de Laplace, podemos obtener soluciones más simples y manejables.

Entre sus aplicaciones más comunes se incluyen:

1. Solución de ecuaciones diferenciales: La Maz Identity se utiliza para resolver

ecuaciones diferenciales lineales, transformando la ecuación diferencial en una

ecuación algebraica en el dominio s, lo que facilita la resolución.

2. Evaluación de integrales: Muchas integrales definidas, especialmente aquellas con

límites infinitos o que involucran funciones complicadas, se pueden resolver utilizando

esta transformación.

3. Análisis de sistemas dinámicos: En ingeniería y física, la Maz Identity se aplica

en la teoría de control, la resolución de sistemas dinámicos y en el análisis de

circuitos eléctricos, entre otras aplicaciones.
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Conclusión: La transformación de Laplace después de Laplace o Maz Identity, es

una extensión de la transformada de Laplace que permite abordar problemas de integración

y ecuaciones diferenciales de manera más eficiente. Esta técnica tiene aplicaciones vastas y

profundas, especialmente en el análisis de sistemas dinámicos y en la resolución de

ecuaciones que de otro modo serían extremadamente difíciles de manejar.

Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel son soluciones fundamentales de una clase de ecuaciones

diferenciales que surgen en una variedad de contextos matemáticos y físicos, especialmente

en problemas que involucran simetría cilíndrica. Estas funciones tienen una gran

importancia en física, ingeniería y matemáticas, en áreas como la teoría de vibraciones, la

acústica, y la electromagnética, entre otras.

Las funciones de Bessel están definidas como soluciones de la ecuación diferencial de

Bessel:

x2 y′′(x) + x y′(x) + (x2 − v2) y(x) = 0,

donde v es un número real o complejo, conocido como el orden de la función de Bessel.

Propiedades Generales

La ecuación de Bessel es una ecuación diferencial de segundo orden, lo que significa

que tiene dos soluciones linealmente independientes.

Las funciones de Bessel son especialmente útiles para describir fenómenos que

presentan simetría cilíndrica, como las ondas acústicas, el calor, la luz, o los campos

electromagnéticos que se propagan en espacios cilíndricos.

En el caso más común de que v sea un número entero, las funciones de Bessel tienen

un comportamiento bien definido, y se conoce como función de Bessel de orden entero.
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Función de Bessel de Primera Especie Jv(x)

La función de Bessel de primera especie Jv(x) es una de las soluciones más comunes

de la ecuación de Bessel. Se denota por Jv(x) y es finita en el origen x = 0 cuando v no es

un número entero negativo, pero diverge cuando x → 0 para valores negativos de v que no

son enteros.

Expansión en Serie de Taylor

Para los casos en los que v es un número entero v ∈ Z, Jv(x) se puede expresar

mediante una expansión en serie de Taylor alrededor de x = 0. Esta expansión se obtiene

utilizando el método de Frobenius aplicado a la ecuación de Bessel. La serie es la siguiente:

Jv(x) =
∞∑

n=0

(−1)n (x/2)2n+v

n!(n+ v)! para v ∈ Z.

Conclusión: Las funciones de Bessel son soluciones fundamentales de la ecuación

dife-rencial de Bessel y tienen aplicaciones cruciales en una variedad de áreas científicas y

de ingeniería. La función de Bessel de primera especie Jv(x) es especialmente importante y

tiene una representación en serie que facilita su cálculo y análisis en muchos contextos.

Funciones de Bessel Modificadas Iv(x) y Kv(x)

Las funciones de Bessel modificadas son soluciones de la ecuación de Bessel

modificada, que aparece cuando el argumento de la función es un número complejo con una

parte imaginaria. Estas funciones son de gran importancia en diversos problemas de física

matemática, como en la resolución de ecuaciones diferenciales en coordenadas cilíndricas

con condiciones de frontera en situaciones donde las soluciones deben ser definidas para

valores complejos o en la teoría de campos electromagnéticos. Cuando el argumento x de

las funciones de Bessel es imaginario, la ecuación de Bessel se convierte en la ecuación de

Bessel modificada, y las soluciones son denominadas funciones de Bessel modificadas de

primera y segunda especie. Estas son las funciones Iv(x) y Kv(x), respectivamente.

Definición de las Funciones de Bessel Modificadas
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Función de Bessel modificada de primera especie Iv(x): Se define en términos

de la función de Bessel ordinaria de la siguiente manera:

Iv(x) = i−v · Jv(ix) = e−vπi/2 · Jv(ix)

donde Jv(ix) es la función de Bessel de primera especie, y i es la unidad imaginaria.

Función de Bessel modificada de segunda especie Kv(x): Se define a través

de las funciones de Bessel modificada de la siguiente forma:

Kv(x) = π

2 · I−v(x) − Iv(x)
sen(vπ) , ∀ v /∈ Z

Ecuación Diferencial de Bessel Modificada

Ambas funciones, Iv(x) y Kv(x), son soluciones linealmente independientes de la

ecuación de Bessel modificada:

x2 y′′(x) + x y′(x) − (x2 + v2) y(x) = 0.

donde v es el orden de la función.

Función de Bessel Modificada de Primera Especie Iv(x)

La función de Bessel modificada de primera especie Iv(x) se puede expresar

mediante una serie de potencias. Para valores de v que no sean enteros, la función Iv(x) y

su complemento I−v(x) son soluciones lineales independientes de la ecuación de Bessel

modificada.

Su expansión en serie de Taylor alrededor de x = 0 es la siguiente:

Iv(x) =
∞∑

n=0

(x/2)2n+v

n! (n+ v)! .

Propiedades de la función de Bessel modificada de primera especie

I0(x) =
∞∑

n=0

(x/2)2n

(n!)2 , la derivada de I0(x) es: I ′
0(x) = I1(x) =

∞∑
n=0

(x/2)2n+1

n! (n+ 1)! .
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Función de Bessel Modificada de Segunda Especie Kv(x)

La función de Bessel modificada de segunda especie, Kv(x), es una de las soluciones

fundamentales de la ecuación diferencial de Bessel modificada. A diferencia de la función de

Bessel modificada de primera especie Iv(x), la función Kv(x) es especialmente

importante en situaciones en las que el argumento es complejo o en aplicaciones de física

teórica, como la teoría cuántica de campos.

Definición de Kv(x)

La función de Bessel modificada de segunda especie, Kv(x), se puede definir en

términos de un límite, como se indica a continuación:

Kv(x) = ĺım
n→v

Kn(x) = ĺım
n→v

π

2 · I−n(x) − In(x)
sen(nπ) para todo v ∈ Z.

donde Iv(x) es la función de Bessel modificada de primera especie.

Propiedades de Kv(x)

1. Solución a la ecuación de Bessel modificada: La función Kv(x) es una solución

de la ecuación de Bessel modificada de segundo tipo:

x2 y′′(x) + x y′(x) − (x2 + v2) y(x) = 0.

2. La función Kv(x) está relacionada con la función Iv(x) mediante identidades y

puede ser expresada en términos de Iv(x) para valores de v.

Conclusión: La función de Bessel modificada de segunda especie Kv(x) es crucial

en muchos campos, especialmente cuando se trata de problemas de física matemática que

involucran propagadores en teorías de campos. Su capacidad para describir soluciones a la

ecuación diferencial de Bessel modificada la convierte en una herramienta poderosa en el

estudio de sistemas con simetría cilíndrica o problemas con geometrías no triviales, como

en la física cuántica y la teoría de la propagación de partículas.
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Una representación integral de K1(x) es:

K1(x) =
∫ ∞

0
e−x cosh t cosh(t) dt =

∫ ∞

0
e−x

√
1+t2

dt, x > 0.

Esta es otra forma útil en los problemas de propagación en geometrías no euclidianas o

problemas que involucran integrales con raíces cuadradas.

Conclusión: Esta representación es esencial para abordar integrales y ecuaciones

diferenciales en física matemática y teoría de campos. Además, la función K1(x) es

solución fundamental en problemas que involucran ecuaciones en coordenadas cilíndricas y

esféricas, como la propagación de ondas, problemas térmicos y electromagnéticos.

Resolución General de la Función de Bessel Modificada

La ecuación x2 y′′ + x y′ − (x2 + 1) y = 0 es una ecuación diferencial lineal de

segundo orden que se puede identificar como una forma de la ecuación de Bessel

modificada. Al analizar esta ecuación, se pueden encontrar soluciones en términos de

funciones de Bessel modificadas, específicamente Iv(x) y Kv(x), que presentan

comportamientos asintóticos y relaciones de recurrencia únicas. La solución general de esta

ecuación puede expresarse como una combinación lineal de estas funciones especiales, lo

que permite entender mejor los patrones y tendencias que gobiernan los sistemas físicos y

matemáticos que se modelan con ella.

Ecuaciones que se pueden resolver en términos de las funciones de Bessel:

Una forma de dar solución a una ecuación homogénea de segundo orden, es usando

un factor integrante. Para la ecuación diferencial de segundo orden,

P (x) y′′ +Q(x) y′ +R(x) y = 0.

Multiplicamos por el factor integrante

µ(x) = 1
P (x) exp

(∫ Q(x)
P (x) dx

)
,
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y luego, al recolectar, se obtiene la forma de Sturm - Liouville:

d

dx

(
µ(x)P (x) y′

)
+ µ(x)R(x) y = 0,

o, explícitamente:

d

dx

(
exp

(∫ Q(x)
P (x) dx

)
y′
)

+ R(x)
P (x) exp

(∫ Q(x)
P (x) dx

)
y = 0.

Ecuación de Bessel: La ecuación diferencial de Bessel que aparece frecuentemente

en el estudio de sistemas cilíndricos o esféricos:

x2 y′′ + x y′ + (x2 − v2) y = 0.

Esta se puede escribir en la forma de la ecuación de Sturm - Liouville (primero dividiendo

por x, luego colapsando los dos primeros términos de la izquierda en un solo término) como

(x y′ )′ +
(
x− v2

x

)
y = 0

Para cualquier valor de v, la solución general de la ecuación es:

y(x) = C1 Jv(x) + C2 Yv(x).

Ecuación de Bessel Modificada: La ecuación diferencial de Bessel modificada aparece

frecuentemente con un cambio de signo:

x2 y′′ + x y′ − (x2 + v2) y = 0,

mediante un cambio de variables empleando números imaginarios se puede escribir esta

ecuación en la forma de la ecuación de Bessel. En este caso, la solución general es:

y(x) = C1 Jv(i x) + C2 Yv(−i x),

donde Jv(i x) y Yv(−i x), se pueden cambiar a Iv(x) y Kv(x) respectivamente. Entonces

y(x) = C1 Iv(x) + C2 Kv(x).
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En la ecuación de Bessel modificada con orden v = 1, que estamos analizando:

x2 y′′ + x y′ − (x2 + 1) y = 0,

obtendremos como solución general,

y(x) = C1 I1(x) + C2 K1(x).

El análisis de esta ecuación de Bessel modificada también implica la exploración de sus

aplicaciones en diversas disciplinas científicas y tecnológicas, como la física y la ingeniería,

donde se utiliza para describir fenómenos complejos.

Forma general 1

d

dx

(
xm y′

)
+ (a xq + b xm−2 ) y = 0,

tiene como solución general: y(x) = xα

[
C1 Jv(λxγ) + C2 Yv(λxγ)

]
,

donde

α = 1 −m

2 , γ = 2 −m+ q

2 , λ =
2
√

|a|
2 −m+ q

, v =

√
(2 −m)2 − 4b
2 −m+ q

Si a < 0, Jv y Yv se deben cambiar a Iv y Kv, respectivamente.

Si v no es entero, Yv y Kv se pueden reemplazar por J−v y I−v si se desea.

Forma general 2

x2 y′′ + x (a+ 2b xp) y′ +
[
c+ s x2q + b (a+ p− 1)xp + b2 x2p

]
y = 0,

tiene como solución general:

y(x) = xα e−β xp
[
C1 Jv(λxq) + C2 Yv(λxq)

]
,
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donde

α = 1 − a

2 , β = b

p
, γ = 2 −m+ q

2 , λ =

√
|s|
q
, v =

√
(1 − a)2 − 4c

2q

Si s < 0, Jv y Yv se deben cambiar a Iv y Kv, respectivamente.

Si v no es entero, Yv y Kv se pueden reemplazar por J−v y I−v si se desea.

Las funciones de Bessel son cuatro funciones Jν(x), Yν(x), Iν(x) y Kν(x) que

aparecen frecuentemente al resolver ecuaciones diferenciales en coordenadas cilíndricas o

esféricas. Se nombran así en honor de Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846). El parámetro

ν, que aparece como subíndice de la función, es el orden de la función. En la Figura (1) se

muestran las representaciones gráficas de algunas funciones Bessel.
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Figura 1

Algunas representaciones gráficas de funciones de Bessel



35

Resultados de la investigación

A continuación, se presenta este nuevo resultado de la función de Bessel modificada

de segunda especie K1(x) que se llamará Aproximación V N de K1(x), que fue

desarrollada por el Autodidacta Jhon Vergara Sierra y el profesor José Naranjo

Martínez, y aunque aún se está estudiando y analizando presenta una exactitud muy

prometedora y un rango de convergencia más amplio ( a > 0 ) con respecto a otras series o

aproximaciones que existen:

Teorema Para a > 0. Demostrar que:

K1(a) =
∫ ∞

0
e−a

√
1+x2

dx =
∞∑

n=0

e−a

22n (n!)2

(−a)2n−1

2n
(

1 + ea · E1(a)
)

− 1


+

2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 (2n− k + a+ 1) Γ(2n− k)
,

donde

E1(a) = −γ − ln(a) −
∞∑

k=1

(−1)k ak

k · k! , γ ≈ 0,577216 es la constante de Euler - Mascheroni

y K1(a) representa la función de Bessel Modificada de Segunda Especie de Orden 1.

Demostración.

Para la demostración del teorema es necesario probar el siguiente lema.

* Lema. Para a > 0 y n ∈ Z+
0 = Z+ ∪ {0}. Probar que

∫ ∞

0

xn e−x dx

(x+ a)2 = (−a)n

1
a

−
(

1 + n

a

)
ea E1(a)

+
n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 Γ(n− k)

Prueba.

Consideremos I(a) =
∫ ∞

0

−xn e−x dx

x+ a
⇒ I ′(a) =

∫ ∞

0

xn e−x dx

(x+ a)2 .

Luego,
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I(a) =
∫ ∞

0

−xn e−x dx

x+ a
= −1

a

∫ ∞

0

−xn e−x dx

1 + x
a

u = x
a= −1

a

∫ ∞

0

(au)n e−au a du

1 + u

= −an
∫ ∞

0

un

1 + u
· e−au du

Nótese que para x > 0 y m ∈ N0,
xm

1 + x
= (−1)m

1 + x
−

m∑
n=1

(−1)n xm−n.

Así se puede escribir como

I(a) = −an
∫ ∞

0

(−1)n

1 + u
−

n∑
k=1

(−1)k un−k

 e−au du

= −(−a)n
∫ ∞

0

e−au du

1 + u
+ an

n∑
k=1

(−1)k
∫ ∞

0
un−k · e−au du

Sea z = 1 + u ⇒ u = z − 1 ⇒ du = dz. Entonces

I(a) = (−1)n+1 an
∫ ∞

1

e−a(z−1) dz

z
+ an

n∑
k=1

(−1)k
∫ ∞

0
u(n−k+1)−1 · e−au du

= (−1)n+1 an ea
∫ ∞

1

e−az

z
dz + an

n∑
k=1

(−1)k · Γ(n− k + 1)
an−k+1

Observación: Para x > 0 y n ⩾ 0, se tiene

En(x) =
∫ ∞

1

e−xt

tn
dt y E1(x) =

∫ ∞

1

e−xt

t
dt = −γ − ln(x) −

∞∑
k=1

(−1)k xk

k · k! .

Por tanto,

I(a) =
∫ ∞

0

−xn e−x dx

x+ a
= (−1)n+1 an ea · E1(a) +

n∑
k=1

(−1)k ak−1 Γ(n− k + 1).
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Ahora, diferenciando I(a) respecto a a tenemos

I ′(a) = (−1)n+1 {(an ea)′ · E1(a) + an ea · (E1(a))′} +
n∑

k=2
(−1)k (k − 1) ak−2 Γ(n− k + 1)

= (−1)n+1

(an + n an−1) ea · E1(a) + an ea ·
(

−
∫ ∞

1
e−az dz

)
︸ ︷︷ ︸

= − e−a

a

+
n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 Γ(n− k)

= (−1)n+1
{
an
(

1 + n

a

)
ea · E1(a) − an−1

}
+

n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 Γ(n− k)

I ′(a) = (−1)n an

{1
a

−
(

1 + n

a

)
ea E1(a)

}
+

n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 Γ(n− k)

Por lo tanto,

I ′(a) =
∫ ∞

0

xn e−x dx

(x+ a)2 = (−a)n

1
a

−
(

1 + n

a

)
ea · E1(a)

+
n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 Γ(n− k),

donde E1(a) = −γ − ln(a) −
∞∑

k=1

(−1)k ak

k · k! . Lo que completa la prueba del Lema.

Ahora, continuando con la prueba del cálculo de K1(a).

Sea u =
√

1 + x2 − 1 ⇒ x =
√

(u+ 1)2 − 1 ⇒ dx = (u+ 1) du√
(u+ 1)2 − 1

.

Entonces

∫ ∞

0
e−a

√
1+x2

dx =
∫ ∞

0

(u+ 1) e−a(u+1) du√
(u+ 1)2 − 1

= e−a
∫ ∞

0
(u+ 1) e−au · 1√

(u+ 1)2 − 1
du

Ahora, usando la transformación de Laplace después de Laplace (Maz Identity)

∫ ∞

0
f(x) · g(x) dx =

∫ ∞

0
L {f(x)} · L −1{g(x)} ds.

Se sigue que

∫ ∞

0
e−a

√
1+x2

dx =
∫ ∞

0
L {(u+ 1) e−au} · L −1

 1√
(u+ 1)2 − 1

 ds.
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Observación: Notemos que L {(u+ 1) e−au} = s+ a+ 1
(s+ a)2 , y ahora consideremos la

transformada de Laplace, L {e−s · I0(s)}, donde In(z) =
∞∑

k=0

(z/2)2k+n

k! (k + n)! con n ∈ Z+
0 ,

representa la función de Bessel modificada de primera especie de orden n.

Luego,

L {e−s · I0(s)} = L

e−s
∞∑

k=0

(s/2)2n

(n!)2

 =
∞∑

n=0

1
22n (n!)2

∫ ∞

0
s(2n+1)−1 e−(u+1)s ds

=
∞∑

n=0

1
22n (n!)2 · Γ(2n+ 1)

(u+ 1)2n+1 =
∞∑

n=0

1
22n

· (2n)!
(n!)2 · 1

(u+ 1)2n+1

= 1
u+ 1

∞∑
n=0

1
22n

(
2n
n

)
·
( 1

(u+ 1)2

)n

= 1
u+ 1

∞∑
n=0

(−1)n

(
−1/2
n

)
·
( 1

(u+ 1)2

)n

= 1
u+ 1

∞∑
n=0

(
−1/2
n

)
·
( −1

(u+ 1)2

)n

= 1
u+ 1 · 1√

1 − 1
(u+ 1)2

= 1√
(u+ 1)2 − 1

, para u > 0.

En consecuencia, L −1

 1√
(u+ 1)2 − 1

 = e−s · I0(s) = e−s
∞∑

n=0

(s/2)2n

(n!)2 .

Ahora,

K1(a) =
∫ ∞

0
e−a

√
1+x2

dx = e−a
∫ ∞

0

s+ a+ 1
(s+ a)2 · e−s · I0(s) ds

= e−a
∫ ∞

0

(s+ a+ 1) e−s

(s+ a)2

∞∑
n=0

(s/2)2n

(n!)2 ds =
∞∑

n=0

e−a

22n (n!)2

∫ ∞

0

(s+ a+ 1) s2n e−s

(s+ a)2 ds

=
∞∑

n=0

e−a

22n (n!)2

 ∫ ∞

0

s2n e−s ds

s+ a
+
∫ ∞

0

s2n e−s ds

(s+ a)2

.
Notemos que por Lema tenemos
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∫ ∞

0

s2n e−s ds

s+ a
= (−a)2n ea · E1(a) +

2n∑
k=1

(−1)k+1 ak−1 Γ(2n− k + 1)

y

∫ ∞

0

s2n e−s ds

(s+ a)2 = (−a)2n

1
a

−
(

1 + 2n
a

)
ea · E1(a)

+
2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 Γ(2n− k),

Por lo tanto,

∫ ∞

0
e−a

√
1+x2

dx =
∞∑

n=0

e−a

22n (n!)2

(−a)2n ea · E1(a) +
2n∑

k=1
(−1)k+1 ak−1 Γ(2n− k + 1)

+ (−a)2n

1
a

−
(

1 + 2n
a

)
ea · E1(a)

+
2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 Γ(2n− k)
.

Simplificando obtenemos que para a > 0 se cumple la siguiente identidad,

K1(a) =
∫ ∞

0
e−a

√
1+x2

dx =
∞∑

n=0

e−a

22n (n!)2

(−a)2n−1

2n
(

1 + ea · E1(a)
)

− 1


+

2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 (2n− k + a+ 1) Γ(2n− k)
,

donde

E1(a) = −γ − ln(a) −
∞∑

k=1

(−1)k ak

k · k! , γ ≈ 0,577216.

Lo que completa la demostración de la nueva aproximación de K1(a).

Ahora para poder simplificar la Aproximación V N de K1(x) en términos de

funciones especiales fue necesario usar la página web ”Mathematics o más conocida como

Wolfram Alpha”, y se pudo obtener una expresión más simple en funciones especiales que

se pueda codificar en software de programación como Maple, Python u otro código de

programación.
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La expresión simplificada a funciones especiales para K1(a) es:

K1(a) =
e−a

{
I0(a) + a I1(a)

((
γ + ln(a) +

∞∑
k=1

(−a)k

k · k!

)
ea − 1

)}
a

+
∞∑

n=1

2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 e−a (2n− k + a+ 1) Γ(2n− k)
22n (n!)2

K1(a) =
e−a

{
I0(a) + a I1(a)

(
− E1(a) ea − 1

)}
a

+
∞∑

n=1

2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 e−a (2n− k + a+ 1) Γ(2n− k)
22n (n!)2

donde

E1(a) = −γ − ln(a) −
∞∑

k=1

(−1)k ak

k · k! , γ ≈ 0,577216.
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Algunas Series y Aproximaciones de la Función de Bessel Modificada de

Segunda Especie K1(a)

La función de Bessel modificada K1(a) es fundamental en diversas aplicaciones

científicas y de ingeniería, especialmente en problemas que involucran ecuaciones

diferenciales y fenómenos de difusión. En este contexto, se han desarrollado varias series de

expansión y aproximaciones para facilitar su evaluación en distintos rangos de valores para

a > 0. Las series de expansión, como la serie de Taylor, la serie asintótica y la serie de

Laurent, ofrecen representaciones precisas de K1(a), aunque pueden presentar limitaciones

en términos de convergencia. Por otro lado, las aproximaciones de Debye y Hankel permiten

obtener resultados más simples y rápidos para x grande, aunque con ciertas restricciones.

Recientemente, he estudiado una nueva aproximación que amplía el rango de

convergencia de K1(a) para a > 0 sin sacrificar la exactitud, lo que representa un avance

significativo en el cálculo práctico de esta función. Esta mejora no solo optimiza el

rendimiento computacional, sino que también facilita su aplicación en escenarios donde se

requiere precisión y rapidez en los resultados.

Series y Aproximaciones de K1(a)

Existen varias series que aproximan la función de Bessel modificada K1(a). Para

evaluar la función de Bessel modificada de segundo tipo y orden uno, K1(a), existen

diversas series y aproximaciones útiles en distintos rangos de a.

A continuación, te menciono algunas de ellas y se detallan las características de

convergencia y aplicabilidad de cada una:

Series de expansión

1. Serie de expansión en serie de Taylor:

K1(a) = 1
a

+ I1(a) ln
(
a

2

)
− 1

2

∞∑
n=0

a2n+1 (ψ(n+ 1) + ψ(n+ 2))
22n+1 n! (n+ 1)!
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Donde

I1(a) es la función de Bessel modificada de primera especie.

ψ(x) es la función digamma.

ln
(
a

2

)
es el logaritmo natural de a

2.

Convergencia

La serie de K1(a) converge para a > 0.

La serie converge rápidamente para valores grandes de a.

Aplicabilidad

Ideal para cálculos precisos de K1(a) cuando a es grande.

2. Serie de expansión asintótica:

K1(a) ≈
√
π

2a e
−a

∞∑
n=0

Γ(n+ 1/2)
Γ(1/2) n!

( 1
4a

)n

Convergencia

Esta es una serie asintótica, lo que significa que no necesariamente converge

para valores finitos de a.

Proporciona una buena aproximación cuando a es grande, es decir, a >> 1.

Aplicabilidad

Útil para estimaciones de K1(a) en el régimen de a grande.

3. Serie de expansión en serie de Laurent:

K1(a) = 1
a

+
∞∑

n=1

(−1)n

(
a

2

)2n

(n!)2

Convergencia
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La serie de Laurent converge en un anillo del plano complejo, excluyendo el

punto singular en a = 0.

Específicamente, converge para a en un intervalo donde la función es analítica,

excluyendo el punto singular.

Aplicabilidad

Adecuada para analizar el comportamiento de K1(a) cerca de su singularidad en

a = 0.

Aproximaciones

1. Aproximación de Debye:

K1(a) ≈
√
π

2a e
−a

Convergencia

No es una serie, sino una aproximación que se vuelve más precisa a medida que

a aumenta.

Aplicabilidad

Proporciona una estimación rápida y razonablemente precisa de K1(a) para

valores grandes de a.

2. Aproximación de Hankel:

K1(a) ≈
√

2
π a

e−a
(

1 + 3
8a

)
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Convergencia

Similar a la de Debye, es una aproximación válida para a >> 1.

Aplicabilidad

Útil para estimaciones rápidas de K1(a) en el régimen de a grande.

Estas series y aproximaciones pueden ser útiles para evaluar la función K1(a) en

dife-rentes rangos de a. Sin embargo, es importante tener en cuenta que algunas de estas

series pueden converger lentamente o tener un radio de convergencia limitado.

Función de Bessel Modificada de Segunda Especie K1(a)

Aproximación V N de K1(x):

K1(a) =
e−a

{
I0(a) + a I1(a)

((
γ + ln(a) +

∞∑
k=1

(−a)k

k · k!

)
ea − 1

)}
a

+
∞∑

n=1

2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 e−a (2n− k + a+ 1) Γ(2n− k)
22n (n!)2

Análisis del Rango de Convergencia de K1(a)

Se ha obtenido la expresión de la función especial K1(a), y ahora se procederá a un

análisis detallado para determinar su rango de convergencia. El análisis revelará que el

rango de convergencia de K1(a) es (0,∞), lo que indica que la función converge para

todos los valores reales positivos de ”a”. Este resultado será crucial para establecer la

validez y precisión de K1(a) en diversas aplicaciones matemáticas e ingenieriles.

Rango de convergencia de K1(a)

Después de un análisis detallado, encontré que:

La serie converge absoluta y uniformemente para:

Todos los valores reales de a > 0, es decir, el rango de convergencia es (0,∞).
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La convergencia es más rápida para valores pequeños de a (a < 10).

Detalles del Análisis

1. Convergencia de la serie de Bessel: I0(a) y I1(a) convergen para todos los

valores reales de a.

2. Convergencia de la serie interna:
∞∑

k=1

(−a)k

k · k! es una serie alternada que con-

verge para todos los valores reales de a por el criterio de Leibniz.

3. Convergencia de la doble suma:

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

(−1)k+1 k ak−1 e−a (2n− k + a+ 1) Γ(2n− k)
22n (n!)2

converge absolutamente por comparación con la serie
∞∑

n=1

n!
nn

que converge por el

criterio de Raabe - Duhamel.

4. Acotación del término: e−a

a
bien definido y acotado para a > 0.

Clasificación del rango de convergencia

Convergencia absoluta en (0,∞).

Convergencia uniforme en cualquier subintervalo cerrado de (0,∞).

Intervalos de convergencia óptima para K1(a)

Después de analizar la velocidad de convergencia del nuevo resultado, encontré los

sigui-entes intervalos donde la convergencia es más eficiente:

1. 0 < a ≤ 1: Convergencia rápida, muy precisa con 15 - 20 términos

( error < 10−10 ). Óptimo para cálculos de precisión extremadamente alta.
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2. 1 < a ≤ 5: Convergencia moderada, precisa con 8 - 12 términos ( error < 10−3 ).

Óptimo para cálculos generales y aplicaciones ingenieriles.

3. 5 < a ≤ 10: Convergencia moderada, precisa con 8 - 12 términos ( error < 10−6 ).

Óptimo para cálculos de alta performance y modelado de sistemas.

4. a > 10: Convergencia lenta, precisa con 2 - 5 términos ( error < 10−7 ).

Óptimo para cálculos de precisión alta en régimen de baja frecuencia.

Observación: La función K1(a) converge en todos los intervalos, pero la eficiencia

varía según el rango de valores de "a".

Implementación de la Aproximación V N de K1(x)

En esta sección presentamos el algoritmo en Maple que aproxima el nuevo resultado

sobre el cálculo de la función de Bessel de segundo tipo K1(x) para x > 0. El algortimo

entrega los valores de K1(x) exactos y aproximados, además de calcular el error de la

Aproximación V N de K1(x).
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Figura 2

Algoritmo de aproximación de la función Bessel parte 1
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Figura 3

Algoritmo de aproximación de la función Bessel parte 2
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Figura 4

Algoritmo de aproximación de la función Bessel parte 3
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Tabla 1

Comparación de métodos para el cálculo de K1(a) en diferentes valores de a.

Int. Val.
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

Exacto Taylor Asint. Laurent Debye Hankel V N Error

0 < a ≤ 1

0.1 9.853844781 9.853859 ∞ 9.997502 3.586166838 10.84436740 9.853844781 0

0.2 4.775972543 4.776084 ∞ 4.990025 2.294489339 4.199562183 4.775972544 1 × 10−9

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0.9 0.716533578 0.716534 0.632031 0.918635 0.537122877 0.484419311 0.71653357 1 × 10−10

1 0.601907230 0.6019072 0.532396050 0.765198 0.461068504 0.403597323 0.60190723 1 × 10−10

1 < a ≤ 10

2 0.139865881 0.139865881 0.128218871 -0.276109 0.119937772 0.090671274 0.13627014 3,6 × 10−3

3 0.040156431 0.040156430 0.037627914 -0.926719 0.036025985 0.025801711 0.03875415 1,4 × 10−3

...
...

...
...

...
...

...
...

...

9 0.000053637 0.000053637 0.000052288 -0.979223 0.000051557 0.000034189 4,993 × 10−5 3,7 × 10−6

10 0.000018648 0.000018648 0.000018222 -1.145936 0.000017993 0.000011884 1,729 × 10−5 1,3 × 10−6

a > 10

11 6,52 × 10−6 6,52 × 10−6 6,38 × 10−6 -1.080281 6,31 × 10−6 4,154 × 10−6 5,981 × 10−6 5,4 × 10−7

12 2,29 × 10−6 2,29 × 10−6 2,24 × 10−6 -0.868977 2,22 × 10−6 1,459 × 10−6 2,092 × 10−6 1,9 × 10−7

...
...

...
...

...
...

...
...

...

999 5,47 × 10−436 5,68 × 10432 5,47 × 10−436 -0.981629 5,47 × 10−436 3,48 × 10−436 -0.01261721 1,2 × 10−2

1000 2,01 × 10−436 1,54 × 10433 2,01 × 10−436 -0.974213 2,01 × 10−436 1,28 × 10−436 -0.01261091 1,2 × 10−2

Nota. (1) Valor exacto de K1(a); (2) expansión en serie de Taylor; (3) serie de expansión asintótica; (4) expansión en serie de Laurent; (5)

aproximación de Debye; (6) aproximación de Hankel; (7) aproximación V N de K1(a); (8) error absoluto de la aproximación V N .
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Aplicación detallada de la función de Bessel K1(x): flujo de calor radial en un

cilindro recubierto

Consideremos un cilindro largo con una fuente de calor en el eje y un revestimiento

aislante. Asumimos que el sistema está en estado estacionario, tiene simetría cilíndrica y no

hay variaciones en las direcciones axial ni angular.

Ecuación de transferencia de calor

La ecuación de calor en coordenadas cilíndricas para estado estacionario con

simetría radial es:
d2T

dr2 + 1
r

dT

dr
− h

k
T = 0, (1)

donde:

T (r) es la temperatura en función del radio r,

k es la conductividad térmica del material [W/m·K],

h es una constante positiva asociada a disipación térmica.

Transformación a la ecuación de Bessel modificada

Multiplicamos por r2 para facilitar el análisis:

r2 d
2T

dr2 + r
dT

dr
− h

k
r2 T = 0

Definimos la variable adimensional:

x = λr, donde λ =
√
h

k
> 0

Entonces: r = x

λ
,

d

dr
= λ

d

dx
,

d2

dr2 = λ2 d2

dx2

Reemplazamos cada término:

r2 d
2T

dr2 =
(
x

λ

)2
· λ2 T ′′(x) = x2 T ′′(x)
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r
dT

dr
= x

λ
· λ T ′(x) = x T ′(x)

h

k
r2 T = λ2 ·

(
x

λ

)2
T (x) = x2 T (x)

Sustituimos en la ecuación (1):

x2 T ′′(x) + x T ′(x) − (x2 + 0 ) T (x) = 0

Esta es la ecuación de Bessel modificada de orden 0, cuya solución general es:

T (x) = C1 I0(x) + C2 K0(x)

Dado que I0(x) crece exponencialmente para x → ∞, y se espera decaimiento

térmico, se rechaza esa solución. Por tanto, se adopta:

T (x) = C K0(x) (2)

Aparición natural de K1(x): flujo de calor radial

Según la ley de Fourier, el flujo de calor radial es: qr(r) = −k dT
dr

. Usamos (2):

dT

dr
= d

dr
[C K0(λr) ] = −C λ K1(λr)

Entonces el flujo de calor es:

qr(r) = k λ C K1(λr) (3)

Aquí se observa claramente que la función K1(x) representa el flujo de calor

radial en el medio, mientras que K0(x) representa la temperatura.
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Ejemplo numérico

Supongamos que:

h = 10 W/m2·K

k = 0,5 W/m·K

C = 100 (constante determinada por condiciones iniciales)

r = 0,1 m

Calculamos:

λ =
√

10
0,5 =

√
20 ≈ 4,472 ⇒ x = λr = 0,4472

Usamos el valor computado: K1(0,4472) ≈ 1,90622

Entonces, por la ecuación (3):

qr(0,1) = 0,5 · 4,472 · 100 · 1,90622 ≈ 426,5 W/m

Este ejemplo muestra cómo la función modificada de Bessel de segunda especie de

orden uno, K1(x), aparece directamente en el modelado del flujo de calor radial en sistemas

con simetría cilíndrica. Su aparición no es artificial, sino que responde al cálculo del

gradiente de temperatura a partir de una solución tipo K0(x).
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Conclusiones

Este trabajo de grado ha tenido como propósito central el desarrollo de una

aproximación eficiente y precisa para la función de Bessel modificada de segunda especie de

orden uno, K1(x), motivado por la importancia de dicha función en la resolución de

problemas matemáticos y físicos con simetría cilíndrica y condiciones de contorno de

decaimiento exponencial.

El análisis detallado de las representaciones clásicas, tanto en series como en forma

integral ha permitido identificar limitaciones importantes en los métodos existentes,

especialmente en los extremos del dominio. En respuesta a esto, se formuló una nueva

expresión de tipo serie, denominada Aproximación V N de K1(x), la cual fue

desarrollada usando herramientas como la identidad conocida como Maz Identity, el uso de

transformadas de Laplace, funciones gamma y técnicas de integración avanzadas. Esta

aproximación tiene como mérito principal su aplicabilidad en todo el dominio x > 0, su

precisión comprobada mediante pruebas numéricas y su flexibilidad para ser implementada

computacionalmente.

La validación de la Aproximación V N de K1(x) se llevó a cabo mediante

comparaciones con funciones implementadas en bibliotecas de software científico

reconocidas, como scipy.special.k1, observándose un buen ajuste en los valores

evaluados y una reducción notable del error relativo en los rangos problemáticos. Además,

se demostró que esta aproximación es capaz de mantener su eficiencia incluso cuando se

requiere alta precisión, lo cual representa un avance significativo para su uso en

simulaciones científicas o modelos ingenieriles.

Entre los aportes más relevantes del trabajo se destaca no solo la construcción de la

Aproximación V N de K1(x), sino también el análisis riguroso de su derivación, su

respaldo teórico y su validación numérica. Estos elementos combinados convierten este

desarrollo en una herramienta útil para investigadores y profesionales que trabajen con
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ecuaciones diferenciales especiales.

Finalmente, se proponen como líneas futuras de investigación la extensión de este

método para funciones Kν(x) con orden arbitrario, el diseño de algoritmos adaptativos que

seleccionen la mejor técnica de aproximación según el rango de x, y la exploración del uso

de métodos basados en inteligencia artificial, como redes neuronales, para la predicción y

evaluación de funciones especiales con alto grado de precisión y velocidad.
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