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Resumen

Las funciones de Bessel son soluciones de la Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)
de segundo orden

2*y'(x) + 2y (2) + (2 —v*) y(z) =0,

donde v es un ntmero real o complejo, cuando v es entero y se conoce se dice que es el
orden de la funciéon de Bessel. Las Bessel de primera especie son soluciones de la EDO
finitas en x =0 para v € Z™", divergentes cuando x — 0 para —v € Z~, esta funcién se
denota por J,(z) y para orden entero es posible definir la serie de Taylor cerca de = =0

por
o (_1)n % 2n+v

n=0

, vEZL.

Si veZ, J,(x) y J_,(z) son las soluciones. Si v € Z, entonces
J_,(x) = (=1)"J,(x). Ahora bien, cuando z es imaginario puro la EDO se llama
ecuacion de Bessel modificada y sus soluciones se llaman funciones de Bessel modificadas

de primer y segundo tipo, I,(x) y K,(z) y estdn definidas por

L(z) =iy (iz),  Ko(x) = lim Kn(z) = lim = 2ol = Inl@)

ara todo v € Z.
n—v n—v 2 Sen(nﬂ') p

Estas funciones son soluciones linealmente independientes de
22y (x) + 2y (2) — (2® +v?) y(z) = 0.

Este trabajo esta enfocado en realizar la aproximacion de la funcion de Bessel
modificada de segunda especie Ki(x). La funcién de Bessel modificada de segunda especie,
junto con la funcién de Bessel de primera especie, forman un sistema fundamental de
soluciones para diversas aplicaciones, permitiendo aproximaciones en problemas complejos
en la ingenieria y la fisica aplicada.

Palabras clave: Aproximacion, funcién de Bessel, modificada, primera especie,

segunda especie, orden.



Abstract

Bessel functions are solutions to the Ordinary Differential Equation (EDO) of
second order

2%y (2) + 2y (z) + (2% — v*)y(x) =0,

where v is a real or complex number. When v is an integer and known, it is referred to
as the order of the Bessel function. First-kind Bessel functions are solutions of the ODE
that are finite at x =0 for v € Z™', and divergent as = — 0 for —v € Z~. These
functions are denoted by J,(z) and for integer order, a Taylor series expansion around

z =0 can be defined as

= (-1 (3)"
J(x)=>" o (n(—i—)y)! , VveEL.

n=0

If veZ,then J,(r) and J_,(z) are both solutions. For integer v, we have
J_,(x) = (=1)"J,(z). Now, when =z is purely imaginary, the EDO is called a modified
Bessel equation and its solutions are known as modified Bessel functions of the first and

second kind, I,(z) and K,(x), respectively, and are defined by

I_ — 1.
() =" J,(ix), Ky(r) = lim K,(z) = lim g ' ni:i(m;(m)

for all v e Z.
These functions are linearly independent solutions of
o® y"(2) + 2 y'(2) — (2 + 1) y(x) = 0.

This work focuses on approximating the modified Bessel function of the second kind
K;(z). The modified Bessel function of the second kind, together with the first-kind Bessel
function, form a fundamental system of solutions for various applications, enabling
approximations in complex problems in engineering and applied physics.

Keywords: Approximation, Bessel function, modified, first species, second species,

order.
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Introduccién

Las funciones especiales han sido histéricamente una herramienta fundamental en el
analisis matematico de fenémenos fisicos complejos. Dentro de este amplio conjunto, las
funciones de Bessel tienen un papel destacado debido a su capacidad para modelar
situaciones que presentan simetria cilindrica o esférica, tales como la propagacién de ondas,
la conduccién de calor y la difusién de sustancias en medios no homogéneos. En particular,
la funcién de Bessel modificada de segunda especie K;(z) ha demostrado ser esencial en
diversas aplicaciones de la fisica e ingenieria, desde la teoria del calor hasta las
telecomunicaciones 6pticas, pasando por la mecanica cuantica y la teoria del potencial.

La funcién K;(z) es una solucion de la ecuacién diferencial de Bessel modificada,
una variante de la ecuacion de Bessel clasica, y aparece de forma natural cuando se
resuelven ecuaciones diferenciales con condiciones de contorno que implican decaimiento
exponencial. Su comportamiento presenta caracteristicas asintéticas particulares: diverge
logaritmicamente en el origen y decrece exponencialmente para valores grandes de x. Esto
hace que su evaluacion numérica no sea trivial en todo su dominio. Los métodos
tradicionales, como la serie de Taylor, la serie asintéticas, las representaciones integrales o
las aproximaciones de Debye y Hankel, si bien tutiles, presentan dificultades
computacionales o pérdida de precision en rangos criticos.

Dado lo anterior, este trabajo surge con la necesidad de desarrollar un método de
aproximacién para la funcién Kj(x) que supere estas limitaciones, ampliando el rango de
aplicabilidad y mejorando la eficiencia computacional sin sacrificar precision. Para ello, se
han utilizado diversas herramientas del analisis matematico, incluyendo el teorema del
binomio, el truco de Feynman, la funcién gamma, la funciéon exponencial integral, la
transformada de Laplace y su extension mas conocida como Maz Identity, entre otras.

A lo largo del documento se presenta un recorrido teérico por las propiedades de
K (x), seguido por una formulacién analitica de nuevas expresiones de aproximacion. Se

introduce una férmula original, denominada Aproximacién VN de K;(z), obtenida a



partir de transformaciones matemaéticas profundas, y se valida su comportamiento
mediante comparacion con métodos estandar implementados en bibliotecas matematicas de
software como SciPy o Wolfram Alpha. Este nuevo desarrollo representa una contribucién
significativa al calculo eficiente de funciones especiales, con potencial para ser aplicado en

multiples disciplinas cientificas y técnicas.
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Planteamiento del problema

Las funciones de Bessel modificadas de segunda especie K;(z) desempenan un rol
fundamental en la resolucion de aplicaciones fisicas y de ingenieria, particularmente donde
surgen ecuaciones diferenciales de simetria cilindrica y condiciones de contorno de
decrecimiento exponencial. Estas funciones aparecen en la conduccion del calor en medios
cilindricos, propagacion de ondas en medios no homogéneos, modos transversales
electromagnéticos en guias épticas, modos de vibracion de una membrana delgada circular o
con forma de anillo, difusiéon en una red, teoria del potencial en espacios con simetria axial.

Sin embargo, el cdlculo numérico preciso de Kj(x) presenta dificultades en ciertos
rangos de 1z, especialmente en valores muy pequenos o muy grandes, donde las
representaciones en términos de series o integrales necesitan refinamientos computacionales.
Esto motiva el estudio de técnicas de aproximacion eficientes para su evaluacién en
distintos contextos aplicados.

Este trabajo se centra en el analisis y desarrollo de métodos de aproximacion para
K;(z), explorando expresiones asintéticas, interpolaciones numéricas y estrategias de

integracién eficiente. Se busca mejorar la precision y eficiencia en los calculos.
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Justificacion

La funcién de Bessel modificada de segunda especie K;(z) es esencial en diferentes
areas de la matemaética aplicada, la fisica e ingenieria. Su importancia proviene de la
capacidad que tiene para describir soluciones a situaciones donde las ecuaciones
diferenciales poseen simetria cilindrica o esférica y con condiciones de contorno de
decrecimiento de forma exponencial. Estas funciones ayudan a prevenir errores por valores
excesivamente grandes en algunos cdlculos numéricos. La K;(x) modela el flujo de calor
en medios no homogéneos con pérdida exponencial de energia, ademas se usa para describir
la propagacién de sustancias en medios donde la tasa de difusion depende del radio;
también modela la atenuacién de ondas en el revestimiento de la fibra.

Su uso aparece en el analisis de patrones de radiacion en estructuras cilindricas y
esféricas, y en otras aplicaciones como en modelos difusos de finanzas, teoria de colas, entre
otras. Todo esto nos dice que la funcién de Bessel modificada de segunda especie Ki(z) es
una herramienta poderosa en la resolucién de aplicaciones en las que las soluciones
requieren decaimiento exponencial en ciertas regiones. En este sentido, el desarrollo de
métodos de aproximacion precisos y eficientes para Kj(z) es crucial para mejorar las

simulaciones y predicciones en multiples disciplinas cientificas.
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Objetivos

Objetivo General

Desarrollar un método de aproximacion para calcular la funcion de Bessel
modificada de segunda especie K (), garantizando una evaluacion eficiente para el rango

de z > 0.
Objetivos especificos

Analizar el comportamiento de la funciéon de Bessel modificada de segunda especie
Ki(z) en distintos rangos de x, determinando posibles dificultades en su calculo numérico.

Desarrollar aproximaciones basadas en series y representaciones integrales,
optimizando la evaluacién de K (x).

Comparar la precision y eficiencia del método propuesto mediante pruebas

numeéricas con otros métodos o férmulas existentes.
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Metodologia

A continuaciéon se describen detalladamente las etapas metodolégicas seguidas para
el desarrollo de un método de aproximacion eficiente de la funcién de Bessel modificada de
segunda especie K;(z). Cada paso fue disenado para abordar un aspecto especifico del

problema, desde el andlisis tedérico hasta la validacion computacional y practica del método.

1. Estudio de la definicién y propiedades de la funcién K;(x)

Se inici6 el proceso con una revision profunda de la funciéon de Bessel modificada de
segunda especie de orden uno, Ki(x), incluyendo su definiciéon formal, su comportamiento
asintotico, continuidad, derivabilidad, y su relacion con otras funciones especiales. Esta
etapa permiti6 identificar los aspectos fundamentales de su naturaleza matematica que
influyen directamente en los métodos de aproximacion, tales como su decaimiento

exponencial para x — oo y su singularidad logaritmica en el origen.

2. Analisis de la ecuacion diferencial asociada

Se analizé la ecuacion diferencial de segundo orden que define a K;(z), dada por:
2®y"(z) + 2 y'(2) — (¢ + 1) y(z) = 0.

Este analisis incluy¢ la verificacion de las soluciones fundamentales, el
comportamiento de la solucion general y la aplicacién de métodos analiticos (como
Frobenius) para obtener desarrollo en series. Esta etapa fue crucial para establecer una
base formal para el diseno de aproximaciones que respeten la estructura matematica de la

funcién.

3. Exploracion de representaciones en series e integrales

Se investigaron diversas representaciones equivalentes de Kj(z), incluyendo:

» Series de potencias y desarrollos asintoticos para * — 0 y x — o0,
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= Representaciones integrales, como:

Ki(z) = /O Temreoht cosh(f) dt, x> 0.

s Férmulas de recurrencia con funciones de Bessel de otros drdenes.

Estas representaciones fueron evaluadas en términos de su conveniencia para la

implementacion numérica.

4. Revision de desafios numéricos en el célculo de K;(x)

Se identificaron los principales retos que enfrentan los métodos actuales en la

evaluacion de K (x), como:
= Inestabilidad numérica cerca de x =0,
» Pérdida de precisiéon para x > 1,
= Costos computacionales altos en algunas formas integrales.

Este paso fue fundamental para justificar la necesidad de una nueva estrategia de
apro-ximacion.

5. Identificacién de rangos problematicos para los métodos existentes

Con base en la revision anterior, se delimitaron intervalos especificos de = en los

que los métodos existentes fallan o pierden eficiencia. Se definieron dos rangos criticos:
= 0 <2 <05, donde las series convergen lentamente,

= x> 10, donde algunas expresiones asintéticas requieren multiples términos para

alcanzar alta precision.
6. Evaluacién de estrategias de aproximacion alternativas
Se consideraron varias técnicas para la aproximacion de Kj(z), incluyendo:

= Expansiones en series truncadas adaptadas a intervalos definidos,
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= Evaluacion numérica de formas integrales mediante reglas de cuadratura,

= Ajuste de funciones mediante interpolaciéon polinémica, racional o basada en

Chebyshev,
= Modelos hibridos por tramos para cubrir todo el dominio con precisiéon adecuada.

Se eligieron aquellas estrategias que maximizan la precisiéon sin comprometer la

eficiencia computacional.

7. Implementaciéon computacional del método propuesto

El método seleccionado fue codificado utilizando entornos de programaciéon cientifica
como Python, Maple o Wolfram Alpha, aprovechando bibliotecas como extttSciPy y
extttNumPy. Se implementaron funciones personalizadas que evaltan K;j(z) usando los

algoritmos propuestos, optimizando tanto el uso de memoria como el tiempo de ejecucion.

8. Comparacién con métodos clasicos y validacion

Se llevo a cabo una validacion rigurosa comparando los resultados obtenidos con los
producidos por métodos estandar incluidos en bibliotecas matematicas reconocidas (por
ejemplo, scipy.special.kl). Se analizaron errores absolutos y relativos para multiples
valores de x, y se comparé el tiempo de computo. Esta etapa permitié cuantificar las

ventajas del nuevo método en diferentes contextos.

9. Aplicacion del método en problemas concretos

Para demostrar la aplicabilidad practica del método desarrollado, se lo empled en

pro-blemas de la fisica matematica, como:
= Modelos de transferencia de calor en medios cilindricos,
= Soluciones de ecuaciones de difusién en geometrias radiales,

= Evaluaciones en problemas de propagacion de ondas.
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Esto evidenci6 la relevancia del método en aplicaciones reales donde Kj(z) aparece

de forma natural.

10. Evaluacién de eficiencia y precision bajo distintas condiciones

Se identificaron las condiciones bajo las cuales el método desarrollado supera a los
exis-tentes, en términos de exactitud y velocidad. Se observé que, particularmente en los
extremos del dominio de =z, el nuevo enfoque ofrece mejores resultados sin requerir recursos

computacionales adicionales.

11. Propuestas de mejora y futuras lineas de investigacion

Finalmente, se formularon recomendaciones para la mejora del método, como:
» Extender el algoritmo a funciones K, (x) de orden arbitrario,
= Automatizar la seleccion de la mejor estrategia segin el rango de =,

= Explorar el uso de redes neuronales para el aprendizaje de patrones en la funcion

K1<l’>

Estas propuestas abren nuevas vias para el desarrollo de herramientas

computacionales mas potentes y adaptativas.
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Marco tedrico

El Teorema del Binomio

El Binomio de Newton es un concepto fundamental en el campo del algebra y se
basa en la idea de expandir un binomio elevado a una potencia entera. Fue desarrollado por
el matematico y fisico inglés Isaac Newton en el siglo XVII. El Binomio de Newton se
aplica a expresiones de la forma (a + b)", donde a y b son términos algebraicos y n es un
numero entero positivo. El objetivo es encontrar una forma simplificada de esta expresion,

sin la necesidad de expandir y sumar todos los términos de la potencia.

|
Definicién. Los coeficientes binomiales son: ") = i , 0<k<n
k k' (n —k)!
Teorema. Sean a,b € R y n € N. Entonces (a+b)"=>_ (Z) a™ bk
k=0

Prueba. Usando induccién. La identidad (a+0)" = (a+0b)-(a+b)"! yla

hipétesis de induccién producen

n—1 -1 n—1 -1
(a+b)" =) (n f ) a"h b+ (n " )a"’“l s

k=0

Notemos que

Por lo tanto,

Teorema Generalizado del Binomio de Newton

El teorema generalizado del binomio de Newton es una extension del teorema del
binomio que permite expandir una expresion elevada a cualquier exponente, no solo a
exponentes enteros positivos. Este teorema tiene muchas aplicaciones en matematicas y

ciencias, como en la probabilidad, la estadistica, la fisica y la ingenieria.
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Teorema. Sean a,b € R y n € R. Entonces (a+ b)" Z < ) nok gk
k=0

Una expansion para potencias reciprocas es:

1 S (n+k—-1\ .
o a( )
El Truco de Feynman

El "Truco de Feynman.® una técnica realmente util para resolver integrales de forma
creativa. Al aplicar la diferenciacion bajo el signo integral, como Richard Feynman lo hizo
en su trabajo, se puede simplificar el proceso y encontrar soluciones a integrales complejas,
que de otro modo serian complicadas de abordar. En el caso de la Regla de Integracion de
Leibniz, efectivamente es una herramienta poderosa para la derivacion de integrales
dependientes de un parametro.

Regla de Integracién de Leibniz

Teorema. Sea f : [a.b] X [¢,d] — R una funcién continua tal que %5 existe y es
continua en [a.b] X [¢,d]. Si definimos a ¢ : [¢,d] = R como g¢g(y) = /b f(z,y) dx.

b g];(m, y) dz.

Prueba. Apliquemos el Teorema fundamental del calculo. Para cada

(x,y) € [a.b] X [c,d],

Entonces ¢ es derivable en [c,d] y ¢'(y) = /

[ E e = s - 1.0) = s = [ Ly ars s

Ahora bien,

:/abf(x,y)dx:/ab (/cy g?‘];(x,t) dt—l—f(x,c)) dzx
:/c </ab gg(aj t)dg;>dt+/ z,c) dx

b af
y

Como g—g(x, y) es continua en [a,b] X [c, d], entonces también es uniformemente continua.

Definamos entonces la funcion h: [¢,d] — R dada por h(t) = / —(z,1) dx.

Luego,
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sea € > 0, entonces existe 0 >0 tal que si ||(z,t1) — (x,t2)|| < J se tiene

0 0
a;};(l’,tl) - aj;(l‘,]a)

€

b—a

<

Entonces

d</b € dr=—"(b—a)=
TS v —a ™ T h—a =

Ahora, sea € > 0, entonces existe 6 > 0 tal quesi [t; — 3] < se tiene | h(ty) — h(t2) | <,

entonces h es continua. Por tanto, como

Q(y):/cy (/ab gg(x,t) dx) dt+/abf(x,c) dz,

por lo anterior existe su derivada y se tiene aplicando el teorema fundamental del

calculo que

/)= [ an

Funcion Gamma

Esta funcién especial es una herramienta muy poderosa para evaluar muchas
integrales y series y es quizas una de las funciones especiales mas aplicables tanto en

matematicas como en ciencias matematicas.

Definicion.

La Funcién Gamma estd definida por

[(x) = /OO t"letdt, x>0.
0
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La Funcion Exponencial Integral

La integral exponencial se refiere a una familia de funciones especiales que tienen
una gran importancia en diversos campos de la matematica aplicada, como la fisica, la
ingenieria y la teoria de probabilidades. Existen varias definiciones para la integral
exponencial dependiendo del contexto, pero la mas comin es la funcién exponencial

integral, denotada como E;(z).

Definicién de la Funcién Exponencial Integral F;(zx)

La funcién exponencial integral F;(x) esta definida por la siguiente integral:

o o—t
Ei(x) = —/ 67 dt, para x> 0.

—x

Esta integral no tiene una forma cerrada en términos de funciones elementales, pero
es ampliamente utilizada en matematicas y ciencias, particularmente en el anélisis de
fenémenos relacionados con la atenuacion y la distribucion de probabilidades. La Propiedad
de E;(z): Comportamiento para = — oco: cuando x es grande, E;(x) decae
exponencialmente.

Conclusion: La funcién exponencial integral F;(x) es una funcién especial definida
por una integral impropia que involucra la funcién exponencial. Aunque no tiene una forma
cerrada simple, es muy 1til en diversas ramas de las matematicas y las ciencias aplicadas

para modelar fenémenos de decaimiento y atenuacion.

La Funcién Exponencial Integral F;(x)

Es una funcién especial que se define de la siguiente manera:

oo e_t

E1(£E)=—E¢(—ﬂf)=/x Tdt, para x>0 o xeC.

Ademés de su definicién integral, E;(z) también tiene una expansién en serie para
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x > 0 dada por:

Ei(z) = =y —In(z) — ;::1 Toonl
Teorema. Para x>0 o x € C. Probar que
oo p—t o] —1)™ 7
E(z) = / 67 dt = —y —In(z) — > (n)n'm’ ~v =~ 0,577216.

n=1

Prueba. Notemos que

Luego,
[(a) = / t et dt +/ ttetdt, x>0.
0 x

De modo que, I'(a) =~(a,z)+I'(a,z) para z > 0.

Observe que E;(z) =T(0,z) = lig% [T'(a) — v(a,x)]. Ahora tenemos que

= [ t"letdt= [ t*! e dt
Yam)= [ e R e
o] —1)" x o] —1)" n+a
— Z ( ) tn—i—a—l dt — Z ( ) z
—= nl Jo —~ (n+a)n!
a [e'e} _1 n .n+a
_x i Z (=1)"z '
a n=1 (TL + CL) n
Luego,
I,a 0 (_1)n :L,n+a
E =1 I'a) — — —
1(‘7;) all}I(l] [ (CL) a ngl (n+a> n|

- lel—% a B nz::l n-nl
Note que para = > 0,
d I
b = L) = =22 S M) =) )
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Ahora, usando la regla de L’Hopital tenemos que

n n

— 11 ! a - (_1> T
El(I)—}llg(l)[F(a—i-l)—x ln(az:)]—nzzjlW
_ 1 a 2 (=1)" 2™
—(lll_I)I(l) [T(a+1)-¢¥(a+1)— 2% In(z)] _,;W
Notemos que
) e
1 == == 1 = —
V() =gy = [ ¢ () di=—
Asfi se tiene que
= (-1
Ei(z) = —~ —1 _
1(x) v — In(z) nz::l —
Por lo tanto,
o @_t 0 (_1)n rn
() A v — In(z) Z:l —

n=

Conclusion: La funcién exponencial integral Fi(x) es una funcién especial 1til en

matema-ticas y ciencias aplicadas. Su definicion integral y su expansion en serie la hacen
importante para resolver diversas integrales y ecuaciones que no pueden resolverse con

funciones elementales.

La Transformada de Laplace

La Transformada de Laplace es una herramienta fundamental en anélisis matematico
y tiene amplias aplicaciones en ingenieria, fisica y ciencias aplicadas, especialmente en el
andlisis de sistemas dindmicos y la resolucién de ecuaciones diferenciales. La transformada
convierte funciones del dominio del tiempo (generalmente una funcién de t) en una funcién

del dominio complejo s, facilitando el analisis y manipulacién de las funciones.

Definicién de la Transformada de Laplace

La tranformada de Laplace de una funcién f denotada por Z{f(x)} estd definida

por la
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siguiente féormula:
ZL{f(x)}(s) = /OOO e **f(x) dr, para s> 0.
Aqui:
= t es la variable del tiempo en el dominio de Laplace.
= s es la variable compleja de frecuencia en el dominio s.

» La transformada convierte una funcién f(¢) del dominio de tiempo en una nueva
funcion de la variable s, que generalmente es mas facil de manipular, especialmente

cuando se trata de ecuaciones diferenciales.

Propiedades importantes

s
1. Z{cos(ax)}(s) = 2o ° > 0. 3. L{a*}(s) = F(lel)7 a>—1y
SOC
5> 0.
o n!
2. L{sen(ax)}(s) = Sra * > 0. 4. L{x"}(s) = o € N y s>0.

Conclusion: La transformada de Laplace es una herramienta poderosa que permite
convertir funciones del dominio temporal en funciones del dominio de la frecuencia,
facilitando la resolucién de ecuaciones diferenciales y el analisis de sistemas dinamicos. Las
propiedades y ejemplos de la transformada proporcionan una base sélida para abordar

problemas complejos en diversas disciplinas cientificas y de ingenieria.
Transformaciéon de Laplace después de Laplace (Maz Identity)

Las matematicas son reconocidas por su profunda belleza y su vasto campo de
aplicaciones, y dentro de este campo, la transformacion de Laplace es uno de los temas mas
fascinantes y ttiles.

La historia de las mateméaticas esté llena de contribuciones de gigantes como Euler,

Cauchy, Ramanujan, Riemann, Leibniz, Taylor, Dirichlet, Laplace, Newton, Gauss, y
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muchos otros. Estos matematicos no solo trabajaron en la teoria de niimeros, sino que
también introdujeron nuevas técnicas para generalizar integrales y transformar problemas
complejos, que son fundamentales para resolver ecuaciones diferenciales y otras
aplicaciones.

Uno de los desarrollos mas importantes de Laplace fue la creaciéon de su propia
transformacion, que posteriormente se ha extendido y generalizado de maneras
impresionantes. Uno de estos desarrollos es conocido como la transformaciéon de Laplace
después de Laplace o Maz Identity, que es especialmente 1til para resolver ecuaciones

diferenciales y evaluar integrales en un rango amplio de aplicaciones matematicas.

Definicién de la Transformaciéon de Laplace después de Laplace (Maz Identity)

La Maz Identity es una férmula matemética que relaciona la integral impropia del
producto de dos funciones con la transformada de Laplace y la transformada de Laplace
inversa de esas funciones, y se transforma en una integral impropia que es més facil de
manejar en el dominio de la variable s. La identidad se expresa de la siguiente forma:

Teorema.

| s@) - g@) do = [T 2{5@)} - 2 g(w)} ds.

Prueba. Por definiciéon de transformada de Laplace,

2@} = [T s ema )
Ahora, si

9(z) = L{h(s)} = /0 T h(s) - e ds

y asi,

h(s) = £ Hg(x)} (2).

Luego,
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[ gy dr= [7 @) ( [ hts) e ds) o

:/OOO (/Ooof(x) ce % dm) - h(s) ds

Por (1) y (2) tenemos que

[ @) gle) do= [~ 2{5@) -2 (@) ds

Aplicaciones de la Maz Identity

La Maz Identity es una herramienta poderosa en diversas dreas, especialmente en la
reso-lucion de ecuaciones diferenciales y la evaluacién de integrales complicadas. Esta
técnica se utiliza en situaciones donde los métodos estandar de integracién no son
suficientes o resultan demasiado complejos. Al descomponer los problemas en sus

transformadas de Laplace, podemos obtener soluciones més simples y manejables.

Entre sus aplicaciones mas comunes se incluyen:

1. Solucién de ecuaciones diferenciales: La Maz Identity se utiliza para resolver
ecuaciones diferenciales lineales, transformando la ecuacion diferencial en una

ecuacion algebraica en el dominio s, lo que facilita la resolucion.

2. Evaluacién de integrales: Muchas integrales definidas, especialmente aquellas con
limites infinitos o que involucran funciones complicadas, se pueden resolver utilizando

esta transformacion.

3. Analisis de sistemas dinamicos: En ingenieria y fisica, la Maz Identity se aplica
en la teoria de control, la resolucién de sistemas dindmicos y en el andlisis de

circuitos eléctricos, entre otras aplicaciones.
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Conclusion: La transformacion de Laplace después de Laplace o Maz Identity, es
una extension de la transformada de Laplace que permite abordar problemas de integracion
y ecuaciones diferenciales de manera mas eficiente. Esta técnica tiene aplicaciones vastas y
profundas, especialmente en el andlisis de sistemas dindamicos y en la resoluciéon de

ecuaciones que de otro modo serian extremadamente dificiles de manejar.

Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel son soluciones fundamentales de una clase de ecuaciones
diferenciales que surgen en una variedad de contextos matematicos y fisicos, especialmente
en problemas que involucran simetria cilindrica. Estas funciones tienen una gran
importancia en fisica, ingenieria y matematicas, en areas como la teoria de vibraciones, la
acustica, y la electromagnética, entre otras.

Las funciones de Bessel estan definidas como soluciones de la ecuacion diferencial de
Bessel:

v*y'(z) + 2y (@) + (2° — v y(2) =0,

donde v es un nimero real o complejo, conocido como el orden de la funcién de Bessel.

Propiedades Generales

= La ecuacion de Bessel es una ecuaciéon diferencial de segundo orden, lo que significa

que tiene dos soluciones linealmente independientes.

= Las funciones de Bessel son especialmente tutiles para describir fenémenos que
presentan simetria cilindrica, como las ondas acusticas, el calor, la luz, o los campos

electromagnéticos que se propagan en espacios cilindricos.

= En el caso mas comun de que v sea un ntmero entero, las funciones de Bessel tienen

un comportamiento bien definido, y se conoce como funcién de Bessel de orden entero.
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Funcién de Bessel de Primera Especie J,(r)

La funcién de Bessel de primera especie J,(x) es una de las soluciones mas comunes
de la ecuacion de Bessel. Se denota por J,(z) y es finita en el origen x = 0 cuando v no es
un numero entero negativo, pero diverge cuando x — 0 para valores negativos de v que no
son enteros.

Expansion en Serie de Taylor

Para los casos en los que v es un ntimero entero v € Z, J,(z) se puede expresar
mediante una expansion en serie de Taylor alrededor de x = 0. Esta expansion se obtiene
utilizando el método de Frobenius aplicado a la ecuacién de Bessel. La serie es la siguiente:

= (1) (/2

Jo(x) =

= nl(n+v)!

para v € Z.

Conclusion: Las funciones de Bessel son soluciones fundamentales de la ecuacion
dife-rencial de Bessel y tienen aplicaciones cruciales en una variedad de areas cientificas y
de ingenieria. La funcién de Bessel de primera especie J,(x) es especialmente importante y

tiene una representacion en serie que facilita su calculo y andlisis en muchos contextos.

Funciones de Bessel Modificadas I,(x) y K,(z)

Las funciones de Bessel modificadas son soluciones de la ecuaciéon de Bessel
modificada, que aparece cuando el argumento de la funcién es un ntimero complejo con una
parte imaginaria. Estas funciones son de gran importancia en diversos problemas de fisica
matematica, como en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales en coordenadas cilindricas
con condiciones de frontera en situaciones donde las soluciones deben ser definidas para
valores complejos o en la teoria de campos electromagnéticos. Cuando el argumento x de
las funciones de Bessel es imaginario, la ecuacién de Bessel se convierte en la ecuacion de
Bessel modificada, y las soluciones son denominadas funciones de Bessel modificadas de
primera y segunda especie. Estas son las funciones I,(x) y K,(x), respectivamente.

Definicion de las Funciones de Bessel Modificadas
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Funcién de Bessel modificada de primera especie [,(z): Se define en términos

de la funcién de Bessel ordinaria de la siguiente manera:

I(z) =i7" - J,(iz) = e ""/% . J,(ix)

donde J,(iz) es la funcién de Bessel de primera especie, y i es la unidad imaginaria.
Funcién de Bessel modificada de segunda especie K,(z): Se define a través

de las funciones de Bessel modificada de la siguiente forma:

E . [fv(x) — [v(x)

Kole) = 2 sen(vm)

, Yvé¢lZ
Ecuacién Diferencial de Bessel Modificada

Ambas funciones, I,(x) y K,(x), son soluciones linealmente independientes de la

ecuaciéon de Bessel modificada:
2y (x) + x o (x) — (2° +0*) y(z) = 0.

donde v es el orden de la funcién.

Funcion de Bessel Modificada de Primera Especie I,(x)

La funcién de Bessel modificada de primera especie I,(z) se puede expresar
mediante una serie de potencias. Para valores de v que no sean enteros, la funcién I,(x) y
su complemento I_,(z) son soluciones lineales independientes de la ecuacién de Bessel
modificada.

Su expansion en serie de Taylor alrededor de z = 0 es la siguiente:

00 (1‘ 2 2n+v
L(z) =) n'(/n)—{—v)‘

n=0

Propiedades de la funcién de Bessel modificada de primera especie

0 (:L’/Q)Qn ) [e%¢} (x/2)2n+1

1 = la d da de [ o I(x) =1 = -
o(x) TZZ:‘; CIER a derivada de [y(z) es:  Ij(z) = I(x) nz:% ! (n 5 1]
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Funcion de Bessel Modificada de Segunda Especie K, (x)

La funcién de Bessel modificada de segunda especie, K,(z), es una de las soluciones
fundamentales de la ecuacién diferencial de Bessel modificada. A diferencia de la funcién de
Bessel modificada de primera especie I,(x), la funcién K,(x) es especialmente
importante en situaciones en las que el argumento es complejo o en aplicaciones de fisica

teodrica, como la teoria cuantica de campos.

Definicién de K, ()

La funcién de Bessel modificada de segunda especie, K, (), se puede definir en

términos de un limite, como se indica a continuacion:

I ,(x)—1,
K,(z) = lim K, (z) = lim — - () — I,(z)
n—uv n—v 9 367?,(7],71')

para todo v € Z.

donde [,(z) es la funciéon de Bessel modificada de primera especie.

Propiedades de K,(z)

1. Solucién a la ecuacion de Bessel modificada: La funcién K,(x) es una solucién

de la ecuacion de Bessel modificada de segundo tipo:
22y (z) + z () — (2% +0?) y(z) = 0.

2. La funcién K,(z) estd relacionada con la funcién [,(zr) mediante identidades y

puede ser expresada en términos de I,(x) para valores de v.

Conclusion: La funcién de Bessel modificada de segunda especie K, (z) es crucial
en muchos campos, especialmente cuando se trata de problemas de fisica matematica que
involucran propagadores en teorias de campos. Su capacidad para describir soluciones a la
ecuacion diferencial de Bessel modificada la convierte en una herramienta poderosa en el
estudio de sistemas con simetria cilindrica o problemas con geometrias no triviales, como

en la fisica cudntica y la teoria de la propagacion de particulas.
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Una representacién integral de K;(z) es:

Ki(z) = / e "t cosh(t) dt = / eIV x>0,
0 0
Esta es otra forma 1til en los problemas de propagacién en geometrias no euclidianas o

problemas que involucran integrales con raices cuadradas.

Conclusion: Esta representacion es esencial para abordar integrales y ecuaciones
diferenciales en fisica matemaética y teoria de campos. Ademas, la funcién K;(z) es
solucion fundamental en problemas que involucran ecuaciones en coordenadas cilindricas y

esféricas, como la propagacién de ondas, problemas térmicos y electromagnéticos.

Resolucion General de la Funcion de Bessel Modificada

La ecuacién z?y” + 2y — (2> + 1)y =0 es una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden que se puede identificar como una forma de la ecuacion de Bessel
modificada. Al analizar esta ecuacion, se pueden encontrar soluciones en términos de
funciones de Bessel modificadas, especificamente [,(x) y K,(x), que presentan
comportamientos asintéticos y relaciones de recurrencia tnicas. La solucién general de esta
ecuacion puede expresarse como una combinacion lineal de estas funciones especiales, lo
que permite entender mejor los patrones y tendencias que gobiernan los sistemas fisicos y
matematicos que se modelan con ella.

Ecuaciones que se pueden resolver en términos de las funciones de Bessel:

Una forma de dar solucién a una ecuaciéon homogénea de segundo orden, es usando

un factor integrante. Para la ecuaciéon diferencial de segundo orden,

P(z)y" + Q(z)y' + R(x)y = 0.

Multiplicamos por el factor integrante
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y luego, al recolectar, se obtiene la forma de Sturm - Liouville:

() Py ) + o) RG)y =0,

o, explicitamente:
di(exp (/gég da:) y’) + };Eg exp (/ ?’Ei; dx) y = 0.

Ecuaciéon de Bessel: La ecuacion diferencial de Bessel que aparece frecuentemente

en el estudio de sistemas cilindricos o esféricos:

22y +xy + (22 — vy =0.

Esta se puede escribir en la forma de la ecuacién de Sturm - Liouville (primero dividiendo

por x, luego colapsando los dos primeros términos de la izquierda en un solo término) como

(=)o

X

Para cualquier valor de v, la soluciéon general de la ecuacion es:

y(x) = C Jy(x) + Cy Yy ().

Ecuacién de Bessel Modificada: La ecuacion diferencial de Bessel modificada aparece

frecuentemente con un cambio de signo:

x2y”—|—xy'—(x2+v2)y20,

mediante un cambio de variables empleando ntimeros imaginarios se puede escribir esta

ecuacion en la forma de la ecuacion de Bessel. En este caso, la solucién general es:
donde J,(ix) y Y,(—ix), se pueden cambiar a I,(x) y K,(x) respectivamente. Entonces

y(x) = C Ly(x) + Cy Ky(z).
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En la ecuacion de Bessel modificada con orden v = 1, que estamos analizando:

?y' +ay — (2P +1)y =0,

obtendremos como solucion general,
y(.%') = CI [1(1’) + CQ Kl(:v)

El anélisis de esta ecuacion de Bessel modificada también implica la exploracion de sus
aplicaciones en diversas disciplinas cientificas y tecnolégicas, como la fisica y la ingenieria,
donde se utiliza para describir fenémenos complejos.

Forma general 1

di(xmy’> +(az?+bax™?)y =0,

Cr Ju(A27) + Cy Yy, (A 27)

tiene como solucién general: y(z) = 2

donde

1—m 2—m+4q A\ 24/lal (2—m)?—4b
= - = - v
2 ’ 2—m+q’ 2—m+q

» Sia<0, J, vy Y, sedeben cambiar a [, y K,, respectivamente.
= Si v no es entero, Y, y K, se pueden reemplazar por J_, y [I_, sise desea.

Forma general 2

22y 4z (a +2b2P)y + {c%—sxzq—l—b(a—{—p— 1)xp+b2x2p] y =0,
tiene como soluciéon general:

y(z) = 2 ¢ P [01 Jo(A2?) + Cy Y, (A xq)],
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donde

» Sis<0, J, vy Y, sedeben cambiar a I, y K,, respectivamente.
= Si v no es entero, Y, y K, se pueden reemplazar por J_, y [_, sise desea.

Las funciones de Bessel son cuatro funciones J,(x), Y, (), I, (z) y K,(z) que
aparecen frecuentemente al resolver ecuaciones diferenciales en coordenadas cilindricas o
esféricas. Se nombran asi en honor de Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846). El parametro
v, que aparece como subindice de la funcion, es el orden de la funcién. En la Figura (1) se

muestran las representaciones graficas de algunas funciones Bessel.



Figura 1

Algunas representaciones grdficas de funciones de Bessel

funcidn de Bessel del primer tipo

funcién de Bessel del segundo tipo
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= ( _ﬂm o s 2mey

M S e 2

=i

_ A (x jeos(vm)—J_, (x)

Y. (X
a sen(vi)

funcion modificada de Bessel del primer tipo

I(x)=i"1,(ix)
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Resultados de la investigacion

A continuacion, se presenta este nuevo resultado de la funcién de Bessel modificada
de segunda especie K;(z) que se llamard Aproximacién VN de K;(x), que fue
desarrollada por el Autodidacta Jhon Vergara Sierra y el profesor José Naranjo
Martinez, y aunque ain se esta estudiando y analizando presenta una exactitud muy
prometedora y un rango de convergencia mas amplio (a > 0) con respecto a otras series o

aproximaciones que existen:

Teorema Para a > 0. Demostrar que:

n=0
2n—1
+ Y (D) kd" 2n—k+a+1)T(2n— k‘)} :
k=1
donde
o'} (_1)k ak

Bile) =~ ~Inla) =

v~ 0,577216 es la constante de Euler - Mascheroni

y Ki(a) representa la funciéon de Bessel Modificada de Segunda Especie de Orden 1.

Demostracion.

Para la demostracion del teorema es necesario probar el siguiente lema.

* Lema. Para a >0 y n € Zj =Z"U{0}. Probar que

/Oooxne—xdf = (—a)" {1 _ (1 i Z) o0 El(a)} _i_nz_:l(_l)kﬂ ka* ' T(n — k)

(x + a) a =
Prueba.
) © —x" e *dr , © " e " dr
Consideremos [(a) :/ — = I'(a) :/ — .
0 r+a o (z+a)?

Luego,



Notese que para = > 0 m € Ny, =
que p y (O g -3 (-

Asi se puede escribir como

to) == [ (- 5

k=1

n [ e du
=-(=9) /0 1+u

Sea z=14+u = u=2—1 = du= dz. Entonces

+a"Z(—1)k/ u" k.
k=1 0

e ™ du

00 p—a(z—1) d
oy = (1t [T S [Tt e

= (—1)"*1 g ea/l nz

Observacion: Para x>0 y n > 0, se tiene

Bw=["""a v Bw=[°

Por tanto,

[(a) _ /000 —z" e % dx _ (_1)n+1 a’ e . El(a) + i(_l)k a1 F(n

T+ a

e
Il
—

Fin—Fk+1)
qn—Fk+1

= ke k!
—k+1).

36
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Ahora, diferenciando [(a) respecto a a tenemos

I'(a) = (=)™ {(a™ e*) - Ey(a) +a™ e* - (Ey(a))'} + zi:(—l)k (k—1)a"2T(n—k+1)

= (1) {(a” +na" ) e Ei(a) +a" e (— /100 e v dz> } + :Z;j(—l)k“ ka1 T(n—k)

Por lo tanto,

ra=[" ety gy {1 _ (1 + Z) e El(a)} +:§(—1)k+1 kb1 T(n — k),

(x4 a)? a

00 (_1>k ak

donde Ei(a) =—y—In(a) = > ~———
= kK

Ahora, continuando con la prueba del célculo de K (a).

Sea u=vITR-1 2 2=/t )P-1 = dh%,
u+1)2—1

Entonces

. Lo que completa la prueba del Lema.

0o 5 00 1 —a(u+1) d
/ o VIF? dx:/ (u+le u
0 0 (u+1)2—-1

oo 1
:e_“/ (u+1)e ™ ————ow=du
0 (u+1)2—1

Ahora, usando la transformacién de Laplace después de Laplace (Maz Identity)
| f@) gl de = [ 2{f(@)} - 2 Hg(@)} ds

Se sigue que

/Ooe’“v”ﬂ dx:/oof{(u—l—l) e ). 7t S S ds.
0 0 (u4+1)2—1
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1
Observacion: Notemos que Z{(u+1)e "} = S(—i_a—i;z, y ahora consideremos la
B (2/2)2k+n N
transformada de Laplace, Z{e™*- Iy(s)}, donde I,(z) = Z ————— con n€Zg,
= k! (B +n)!

representa la funcion de Bessel modificada de primera especie de orden n.

Luego,

o] 2n o 1 [ee)
g{ —s IO( { —s Z } Z 22”( )2/0 S(2n+1)—1 e—(u+1)s ds

B I'2n+1) &1 (20) 1
B ,;) 220 (nl)2  (u 4 1)1 nz::o 220 (n1)? (u+1)2n+t

o Sw () ()

: 1 > (1" <_71~L/2) | (<ui1)2>n

n=0
_1%—1/2(—1)71_1 1
Cut+14\ n (w+1)2) w1 1
(u+1)2
1
= ————  para u > 0.
(u+1)2 -1

1 0 2 2n
En consecuencia, £ 71— 3 =€ Iy(s) =7 * Z (5/2) :
(u+1)2—1

Ahora,

o9 0o 1
Ki(a) = /0 e~V gy — 6_“/0 m e - Iy(s) ds

=e @(statl)e & (/2™ SIOO e (s+a+1)s*es s
= /0 (s + a)? nz::O (n!)? d nzzo 22 (nl)2 /0 (5 + )2 d

_ i e /OO s* e ds n /00 52" e ds
=2 (nl)2 | Jo s+a o (s+a)? |

Notemos que por Lema tenemos



39

/Oo sMetds _ (—a)™ e - Ey(a) + %(—1)“1 a" 1 T(2n - k+1)
0 st+a k=1
y
[ = - (1 2 e @ b 3 G0k e )
A (S + a)? = a a a (& 1la = a n )

Por lo tanto,

0 00 —a 2n
[Ty [<—a>2" ¢ Bi()+ Yo~ @ T2k + 1)
0

1 2n

+ (—a)™ { - <1 + a) et El(a)} + 2712__31(—1)“1 ka*'T(2n — k:)] :

a

Simplificando obtenemos que para a > 0 se cumple la siguiente identidad,

Ki(a) = /Ooo e~ VT gy = i 22:(_;)2 [(—a)Q”_l {Qn <1 +e®- El(a)> — 1}

n=0
2n—1
+ Y (D" kd" 2n—k+a+1) (20— k)|,
k=1

donde
© (_1 k ak
Ei(a) = — —In(a) S =@

2T g

v ~ 0,577216.

Lo que completa la demostracién de la nueva aproximacién de K (a).

Ahora para poder simplificar la  Aproximacién VN de K;(z) en términos de
funciones especiales fue necesario usar la pagina web ”Mathematics o mas conocida como
Wolfram Alpha”, y se pudo obtener una expresion mas simple en funciones especiales que
se pueda codificar en software de programacion como Maple, Python u otro codigo de

programacion.
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La expresion simplificada a funciones especiales para Kj(a) es:

e {Io(a)+a[1(a) <<fy+1n O_o )ea_1>}

Ki(a) = . -
i 2§:1 DM kab e 2n—k+a+1) (20 —k)
2 2 22n (p)2

e @ {Io(a) +a I(a) < — Ey(a) e — 1)}
Ki(a) = a
oo 2l (LR ko ght e (2n — k+a+1) ['(2n — k)
+ Z Z 22 (nl)2

n=1 k=1 ’

donde

© (_1 k k
Fi(a) = — — In(a) - 3 ( . ?kla .y~ 0,577216.
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Algunas Series y Aproximaciones de la Funcion de Bessel Modificada de

Segunda Especie K;(a)

La funcién de Bessel modificada K (a) es fundamental en diversas aplicaciones
cientificas y de ingenieria, especialmente en problemas que involucran ecuaciones
diferenciales y fenémenos de difusion. En este contexto, se han desarrollado varias series de
expansion y aproximaciones para facilitar su evaluacion en distintos rangos de valores para
a > 0. Las series de expansion, como la serie de Taylor, la serie asintdtica y la serie de
Laurent, ofrecen representaciones precisas de Kj(a), aunque pueden presentar limitaciones
en términos de convergencia. Por otro lado, las aproximaciones de Debye y Hankel permiten

obtener resultados mas simples y rapidos para x grande, aunque con ciertas restricciones.

Recientemente, he estudiado una nueva aproximacién que amplia el rango de
convergencia de Kj(a) para a > 0 sin sacrificar la exactitud, lo que representa un avance
significativo en el calculo practico de esta funcion. Esta mejora no solo optimiza el
rendimiento computacional, sino que también facilita su aplicacién en escenarios donde se

requiere precision y rapidez en los resultados.
Series y Aproximaciones de K(a)
Existen varias series que aproximan la funcién de Bessel modificada Ki(a). Para

evaluar la funcién de Bessel modificada de segundo tipo y orden uno, Kj(a), existen

diversas series y aproximaciones ttiles en distintos rangos de a.

A continuacién, te menciono algunas de ellas y se detallan las caracteristicas de
convergencia y aplicabilidad de cada una:

Series de expansién

1. Serie de expansién en serie de Taylor:

1 ay 1&a® (Y(n+1)+Y(n+2))
Ki(a) = p + I(a) In (2> 5 > ;Zn(+l nl ()n + 1<)[

n=0
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Donde

» [1(a) esla funcién de Bessel modificada de primera especie.
» ¢(z) esla funcion digamma.

a . a
= In <2) es el logaritmo natural de 5

Convergencia

» La serie de K;(a) converge para a > 0.

= La serie converge rapidamente para valores grandes de a.
Aplicabilidad
» Ideal para calculos precisos de Kj(a) cuando a es grande.

. Serie de expansion asintética:

f L(n+1/2) ( )”
2 ° ['(1/2) n! \4da
Convergencia

= Esta es una serie asintética, lo que significa que no necesariamente converge

para valores finitos de a.

= Proporciona una buena aproximacion cuando a es grande, es decir, a >> 1.
Aplicabilidad

= Util para estimaciones de K;(a) en el régimen de a grande.
. Serie de expansion en serie de Laurent:

LS ‘”" @%

=—+

s}

n=1

Convergencia



43

= La serie de Laurent converge en un anillo del plano complejo, excluyendo el

punto singular en a = 0.

= Especificamente, converge para a en un intervalo donde la funcién es analitica,

excluyendo el punto singular.
Aplicabilidad

» Adecuada para analizar el comportamiento de K(a) cerca de su singularidad en

a=0.
Aproximaciones

1. Aproximaciéon de Debye:

Convergencia

= No es una serie, sino una aproximacién que se vuelve mas precisa a medida que

a aumenta.
Aplicabilidad

» Proporciona una estimacion rapida y razonablemente precisa de K;(a) para

valores grandes de a.

2. Aproximaciéon de Hankel:

Ki(a)

0
3
3]
D

J
Ve
—_
_|_
2| eo
N——
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Convergencia

» Similar a la de Debye, es una aproximacion valida para a >> 1.
Aplicabilidad

= Util para estimaciones rapidas de K;(a) en el régimen de a grande.

Estas series y aproximaciones pueden ser ttiles para evaluar la funciéon K;(a) en
dife-rentes rangos de a. Sin embargo, es importante tener en cuenta que algunas de estas
series pueden converger lentamente o tener un radio de convergencia limitado.

Funcién de Bessel Modificada de Segunda Especie K;(a)

Aproximaciéon VN de K;(z):

e {Io(a) +ali(a) ((’y )+ (k__a]j ) e — 1) }

k=1

Ki(a) = -

o 2n—1 (_1)k+1 k ak—l e (Qn —k+a+ 1) F(Qn — k')

P3P 220 (n1)?

n=1 k=1

Analisis del Rango de Convergencia de K;(a)

Se ha obtenido la expresion de la funcién especial Ki(a), y ahora se procederd a un
analisis detallado para determinar su rango de convergencia. El anélisis revelara que el
rango de convergencia de Kj(a) es (0,00), lo que indica que la funcién converge para
todos los valores reales positivos de ”a”. Este resultado sera crucial para establecer la
validez y precisién de K;(a) en diversas aplicaciones mateméticas e ingenieriles.

Rango de convergencia de K;(a)

Después de un andlisis detallado, encontré que:

La serie converge absoluta y uniformemente para:

» Todos los valores reales de a > 0, es decir, el rango de convergencia es (0, 00).



» La convergencia es més rapida para valores pequenos de a (a < 10).

Detalles del Analisis

1. Convergencia de la serie de Bessel: Ij(a) y I;(a) convergen para todos los

valores reales de a.

(—a)*
kKl

o0
2. Convergencia de la serie interna: Z
k=1

es una serie alternada que con-

verge para todos los valores reales de a por el criterio de Leibniz.

3. Convergencia de la doble suma:

N

v (=D Eak e 2n—k+a+1)T(2n — k)

2n (n1)2
n=1 k=1 22 (n!)
converge absolutamente por comparacion con la serie Z — que converge por el
n
n=1

criterio de Raabe - Duhamel.

—a

4. Acotacion del término: bien definido y acotado para a > 0.

a

Clasificacion del rango de convergencia

» Convergencia absoluta en (0, 00).
» Convergencia uniforme en cualquier subintervalo cerrado de (0, c0).

Intervalos de convergencia 6ptima para K;(a)

Después de analizar la velocidad de convergencia del nuevo resultado, encontré los

sigui-entes intervalos donde la convergencia es més eficiente:

1. 0<a<1: Convergencia rapida, muy precisa con 15-20 términos

(error < 10719). Optimo para cdlculos de precisién extremadamente alta.
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2. 1< a<5: Convergencia moderada, precisa con 8-12 términos (error < 1072%).

Optimo para céalculos generales y aplicaciones ingenieriles.

3. 5 <a<10: Convergencia moderada, precisa con 8-12 términos (error < 107°%).

Optimo para cdlculos de alta performance y modelado de sistemas.

4. a>10: Convergencia lenta, precisa con 2-5 términos (error < 1077).

Optimo para céalculos de precision alta en régimen de baja frecuencia.

Observacién: La funcién Kj(a) converge en todos los intervalos, pero la eficiencia

n_n

varia segin el rango de valores de 'a
Implementacién de la Aproximacién VN de K (z)

En esta seccion presentamos el algoritmo en Maple que aproxima el nuevo resultado
sobre el célculo de la funcién de Bessel de segundo tipo K;(x) para x > 0. El algortimo
entrega los valores de K;(z) exactos y aproximados, ademéas de calcular el error de la

Aprozimacion VN de Ki(x).



Figura 2

Algoritmo de aprozimacion de la funcion Bessel parte 1

APROXIMACION FUNCION DE BESSEL K, (a)

Elige un Valor: a=10.

Elige un Valor: 0 <Al < a

Presionar Enter para Guardar Datos y Evaluar Aproximacion a 10 digitos :
evalf| 10 L"KI (a) ]

> restart

>a=1; M=o
a:=1
M= o @)

> Valor Aproximado de KI[a)

e . (Bessell[t}, a) + a - Bessell(1,a) - (—Ei1 (a) ~e"—1 })

> evalf[10] K,(a) =

!
M 201 k1 k—1_ -a )
i-1) *k=a g *(2n—k+a+1)-T(2n—k)
+ E_: E_: In 4.2
n=1k=1 277 (m!)
K, (1) =0.6019072303 (2)
>
[} Valor de BesselK(1,a)
[>
> evalf[10]{ BesselK({1,a) ]
L 0.6019072302 3)
[>
> Error = evalf|{ BesselK(1,a))-(2)
Error= { -K,(1) +0.6019072302 = —1. lU_m} (4)
[> restart:
M = 50

with(plots) :

plot{BesselKil,a) ) :
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Figura 3

Algoritmo de aproximacion de la funcion Bessel parte 2

e M. (Eesse]ll;l],a] I a~Bessell{1,a) « (—Eil[a;l ~eﬁ—1))

K —a—
1 a
M 1ln—1 k41 k—1_ -a \
(-1) ~k=-a ¢ «2n—kt+a+1)-I2n—k)
+ z z In 2 )
n=1k=1 277 (n!)

Curvas =— plut{ [Bcssrl[-{[ l.a), ]\'] (a) ] La=0.5, y=-1.4, thickness=[1,1],
gridlines = true , color = | blue , red ], linestyle = [solid , dash |,
title="APROXIMACION FUNCION DE BESSEL K (a)",

titlefont = [ "Times New Roman", bold, 157, legend = [‘Eﬁsell{( 1,a}',"'

'"Aproximacion K, (a) "]) :

display{ Curvas};
APROXIMACION FUNCION DE BESSEL I(1 (a)
4-
a
'I -
o T T T I -1
1 2 3 4 8

Bessell(], g) = = Aproximaciin £, (@)




Figura 4

Algoritmo de aprozimacion de la funcion Bessel parte 3

Término M del Sumatorio en la Aproximacion K, (a)

211

Deslizador ( Tamanio de M)

0 20 40 Bl g0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

APROXIMACION FUNCION DE BESSEL K y [a)

BesselK(], g) = = Aproximacion K (a)




Tabla 1

Comparacion de métodos para el cdlculo de Ky(a) en diferentes valores de a.

Int. Val. (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
Exacto Taylor Asint. Laurent Debye Hankel VN Error
0.1 9.853844781 9.853859 ) 9.997502 3.586166838 10.84436740 9.853844781 0
0.2 4.775972543 4.776084 &) 4.990025 2.294489339 4.199562183 4.775972544 1x1079
0<a<l1
0.9 0.716533578 0.716534 0.632031 0.918635 0.537122877 0.484419311 0.71653357 1x 10710
1 0.601907230 0.6019072 0.532396050 0.765198 0.461068504 0.403597323 0.60190723 1x10-10
2 0.139865881 0.139865881 0.128218871 -0.276109 0.119937772 0.090671274 0.13627014 3,6 x 1073
3 0.040156431 0.040156430 0.037627914 -0.926719 0.036025985 0.025801711 0.03875415 1,4 x 1073
1<a<10
9 0.000053637 0.000053637 0.000052288 -0.979223 0.000051557 0.000034189 4,993 x 10~° 3,7 x 106
10 0.000018648 0.000018648 0.000018222 -1.145936 0.000017993 0.000011884 1,729 x 1075 1,3 x 1076
11 6,52 x 10~6 6,52 x 10~6 6,38 x 10~ -1.080281 6,31 x 10~ 4,154 x 10~6 5,981 x 10~6 5,4 x 10~7
12 2,29 x 10~ 2,29 x 10~ 2,24 x 10~ -0.868977 2,22 x 10~ 1,459 x 106 2,092 x 10~ 1,9 x 10~7
a>10
999 5,47 x 10436 5,68 x 10432 5,47 x 10436 -0.981629 5,47 x 10~436 3,48 x 10436 -0.01261721 1,2 x 10~2
1000 | 2,01 x 10436 1,54 x 10433 2,01 x 10436 -0.974213 2,01 x 10~436 1,28 x 10436 -0.01261091 1,2 x 1072

Nota. (1) Valor exacto de Kj(a); (2) expansion en serie de Taylor; (3) serie de expansién asintética; (4) expansion en serie de Laurent; (5)

aproximacién de Debye; (6) aproximacién de Hankel; (7) aproximacién VN de Kj(a); (8) error absoluto de la aproximacién VN.
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Aplicacién detallada de la funcién de Bessel K;(x): flujo de calor radial en un

cilindro recubierto

Consideremos un cilindro largo con una fuente de calor en el eje y un revestimiento
aislante. Asumimos que el sistema esta en estado estacionario, tiene simetria cilindrica y no

hay variaciones en las direcciones axial ni angular.

Ecuacidon de transferencia de calor

La ecuacion de calor en coordenadas cilindricas para estado estacionario con
simetria radial es:
d*T 1dT  h

- = _ 2T = 1
dr2+r dr k 0, (1)

donde:

» T(r) es la temperatura en funcién del radio r,
» k es la conductividad térmica del material [W/m-K],

= h es una constante positiva asociada a disipacién térmica.

Transformacion a la ecuaciéon de Bessel modificada

Multiplicamos por 7? para facilitar el analisis:

2 2 T
dr? " dr k " 0

Definimos la variable adimensional:

x = Ar, donde )\:\/Z>O
x d d d?

2 d?
Entonces: TIX’ %: e W: -

Reemplazamos cada término:

(s
dr? A

O (3 =
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Sustituimos en la ecuacién (1):
> T (z) +2 T (z) — (2 +0) T(x) =0
Esta es la ecuaciéon de Bessel modificada de orden 0, cuya solucion general es:
T(x) = Cy Io(x) + Cy Ko(x)

Dado que Iy(x) crece exponencialmente para x — 00, y se espera decaimiento

térmico, se rechaza esa solucion. Por tanto, se adopta:

T(z) = C Ko(z) (2)

Aparicién natural de K;(z): flujo de calor radial

dTr
Segin la ley de Fourier, el flujo de calor radial es: ¢,(r) = —k - Usamos (2):
ar d
o= [C Ko(Ar)] = —=C X Ky(Ar)
Entonces el flujo de calor es:
@ (r) =k X C K(\r) (3)

Aqui se observa claramente que la funcién Ki(x) representa el flujo de calor

radial en el medio, mientras que Ky(x) representa la temperatura.
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Ejemplo numérico

Supongamos que:

h =10 W/m2K

k=05 W/mK

C' =100 (constante determinada por condiciones iniciales)

r=0,1m

Calculamos:

A:,/g%:\/ﬁml,m = z=\r=04472

Usamos el valor computado: K;(0,4472) ~ 1,90622

Entonces, por la ecuacién (3):
¢-(0,1) = 0,5 - 4,472 - 100 - 1,90622 ~ 426,5 W /m

Este ejemplo muestra como la funciéon modificada de Bessel de segunda especie de
orden uno, Ki(z), aparece directamente en el modelado del flujo de calor radial en sistemas
con simetria cilindrica. Su aparicién no es artificial, sino que responde al céalculo del

gradiente de temperatura a partir de una solucién tipo Ky(x).
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Conclusiones

Este trabajo de grado ha tenido como propdsito central el desarrollo de una
aproximacion eficiente y precisa para la funcion de Bessel modificada de segunda especie de
orden uno, Ki(x), motivado por la importancia de dicha funcién en la resolucién de
problemas matematicos y fisicos con simetria cilindrica y condiciones de contorno de
decaimiento exponencial.

El analisis detallado de las representaciones clasicas, tanto en series como en forma
integral ha permitido identificar limitaciones importantes en los métodos existentes,
especialmente en los extremos del dominio. En respuesta a esto, se formul6 una nueva
expresion de tipo serie, denominada Aproximacién VN de Ki(z), la cual fue
desarrollada usando herramientas como la identidad conocida como Maz Identity, el uso de
transformadas de Laplace, funciones gamma y técnicas de integracion avanzadas. Esta
aproximacion tiene como mérito principal su aplicabilidad en todo el dominio x > 0, su
precisiéon comprobada mediante pruebas numeéricas y su flexibilidad para ser implementada
computacionalmente.

La validacién de la Aproximacién VN de Kj(x) se llevé a cabo mediante
comparaciones con funciones implementadas en bibliotecas de software cientifico
reconocidas, como scipy.special.kl, observdndose un buen ajuste en los valores
evaluados y una reduccion notable del error relativo en los rangos problematicos. Ademas,
se demostrd que esta aproximacion es capaz de mantener su eficiencia incluso cuando se
requiere alta precision, lo cual representa un avance significativo para su uso en
simulaciones cientificas o modelos ingenieriles.

Entre los aportes més relevantes del trabajo se destaca no solo la construccion de la
Aproximacién VN de K;(z), sino también el andlisis riguroso de su derivacion, su
respaldo teérico y su validacion numérica. Estos elementos combinados convierten este

desarrollo en una herramienta 1til para investigadores y profesionales que trabajen con
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ecuaciones diferenciales especiales.

Finalmente, se proponen como lineas futuras de investigacion la extension de este
método para funciones K,(x) con orden arbitrario, el diseno de algoritmos adaptativos que
seleccionen la mejor técnica de aproximacion segun el rango de z, y la exploracion del uso
de métodos basados en inteligencia artificial, como redes neuronales, para la prediccion y

evaluacién de funciones especiales con alto grado de precision y velocidad.
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