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Resumen

Este estudio analiza la evolucion de los procesos de conversion y tratamiento semiotico, asi
como las estructuras de construccion de pensamiento de estudiantes de noveno grado del Centro
de Educacion El Recreo en Cartagena, Colombia, durante una intervencion didactica mediada
por GeoGebra para el aprendizaje de la funcidn lineal. La investigacion adopta un enfoque
cualitativo-interpretativo enmarcado en la Investigacion-Accion Educativa (IAE), e integra la
Teoria de los Registros de Representacion Semiotica (TRRS) de Duval (1993, 2004, 2006) y la
Teoria APOE de Dubinsky (1991) y Arnon et al. (2014). Participaron 32 estudiantes, con analisis
en profundidad de ocho casos focales seleccionados mediante muestreo intencional. La
intervencion comprendio una evaluacion diagnostica, tres secuencias didacticas mediadas por
GeoGebra y una evaluacion final. Los datos se recolectaron mediante un diario de campo, una
rubrica de sintesis TRRS-APOE y una conversacién de cierre documentada. Los resultados
indican que la mayoria de los estudiantes progreso de la estructura mental Accién a la estructura
mental Proceso, especialmente en la coordinacion del registro algebraico-grafico; un porcentaje
menor alcanzo indicios de la estructura mental Objeto y s6lo uno de los casos focales evidencio
coherencia incipiente con la estructura mental Esquema. El obstaculo semiotico mas recurrente
fueron las conversiones no congruentes del registro verbal al algebraico en contextos de
modelacién. EI marco analitico simultdneo TRRS-APOE ofrecid interpretaciones mas precisas y
pedagdgicamente Utiles que cada teoria por separado, aportando a la educacion matematica en un
contexto secundario del Caribe colombiano.

Palabras clave: Funciones lineales, registros de representacion semiotica, APOE,

GeoGebra, pensamiento variacional.



Abstract

This study analyzes the evolution of semiotic conversion and treatment processes, as well as the
mental structures of knowledge construction of ninth-grade students at the Centro de Educacion
El Recreo in Cartagena, Colombia, during a GeoGebra-mediated didactic intervention for the
learning of linear functions. The research adopts a qualitative-interpretive approach grounded in
Educational Action Research (EAR), and integrates the Theory of Semiotic Representation
Registers (TSRR) by Duval (1993, 2004, 2006) and the APOS Theory by Dubinsky (1991) and
Arnon et al. (2014). Thirty-two students participated, with in-depth analysis of eight focal cases
selected through intentional sampling. The intervention comprised a diagnostic assessment, three
GeoGebra-mediated didactic sequences, and a final evaluation. Data were collected through a
field journal, a TSRR—-APQS synthesis rubric, and a documented closing conversation. The
results indicate that the majority of students progressed from the Action mental structure to the
Process mental structure, particularly in the coordination of the algebraic-graphical register; a
smaller proportion reached early indicators of the Object mental structure, and only one of the
focal cases evidenced incipient coherence with the Schema mental structure. The most recurrent
semiotic obstacle was non-congruent conversions from the verbal to the algebraic register in
modeling contexts. The simultaneous TSRR—APOS analytical framework provided more precise
and pedagogically useful interpretations than either theory in isolation, contributing to

mathematics education in a secondary school context in the Colombian Caribbean.

Keywords: Linear functions, semiotic representation registers, APOS, GeoGebra,

variational thinking.
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Introduccion

El presente trabajo surge de la observacion de una problemaética concreta en el contexto
del aula de los estudiantes de grado noveno del Centro de Educacion El Recreo de Cartagena,
quienes evidencian un dominio procedimental de la funcién lineal que no corresponde con una
comprension conceptual articulada del objeto matematico. Esta situacion se evidencia en la
practica docente como una brecha entre lo que el estudiante puede calcular y lo que puede
interpretar, generada por los métodos de ensefianza tradicionalmente centrados en el registro
algebraico que no garantizan que el estudiante sea capaz de reconocer ese mismo objeto cuando
se le presenta en una representacion grafica, tabular o verbal. Comprender la funcion lineal no
solo equivale a manejar su expresion simbolica con fluidez, también implica poder transitar entre
sus distintas formas de representacién con autonomia y sentido, lo cual requiere condiciones
didacticas especificas que este estudio se propuso analizar.

Para entender la dinamica del proceso de aprendizaje de la funcion lineal este estudio
articula dos marcos teoéricos que la literatura en educacion matematica ha desarrollado de forma
separada. La Teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval (1993,
2004, 2006) permite identificar qué operaciones semidticas estan en juego cuando un estudiante
trabaja con representaciones matematicas, distinguiendo entre tratamientos dentro de un mismo
registro y conversiones hacia otro, y explicando por qué ciertas conversiones resultan
cognitivamente mas exigentes. La Teoria APOE de Dubinsky (1991) y Arnon et al. (2014)
complementa esa mirada al describir como se construyen mentalmente las estructuras que hacen
posibles esas operaciones. La articulacion de ambos marcos responde a la limitacion derivada de
un analisis exclusivamente semiotico que puede sefialar qué conversiones fallan, pero no explicar

por qué se producen estos errores a nivel cognitivo. A su vez, un analisis exclusivamente APOE
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caracteriza la estructura mental construida por el estudiante, pero no describe qué operaciones
semioticas concretas esta realizando.

En el disefio de la intervencion pedagogica se incluye el software GeoGebra no sélo
como un recurso de apoyo visual o de motivacion tecnologica, sino que se establece como el
entorno donde la representacion simultanea y dinamica de los registros algebraico, grafico,
tabular y verbal hace visible y manipulable aquello que el estudiante debe interiorizar
cognitivamente. Esto crea las condiciones que la TRRS y la teoria APOE plantean como
necesarias para la comprensién matematica.

La investigacion se llevd a cabo con 32 estudiantes de grado noveno del Centro de
Educacion El Recreo durante el primer semestre académico de 2026, con un analisis en
profundidad de ocho casos focales seleccionados de forma intencional por maxima variacion. El
estudio aporta a la educacién matematica al articular operativamente la TRRS y la teoria APOE
para analizar dinamicas pedagogicas en torno al aprendizaje matematico en nivel de basica
secundaria, ademas de generar evidencia empirica situada en el Caribe colombiano y producir un
modelo de intervencidn didactica replicable en contextos similares.

El documento se organiza en cuatro secciones: la primera establece el proposito del
estudio mediante el planteamiento del problema, la pregunta de investigacion, la justificacion y
los objetivos; la segunda desarrolla los antecedentes y el marco teérico (TRRS, APOE, su
articulacion y el papel de GeoGebra); la tercera describe el marco metodolégico; y la cuarta

presenta los resultados, el analisis y las conclusiones de la intervencion pedagdgica.
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Planteamiento del problema

La comprension de los objetos matematicos constituye uno de los desafios centrales de la
educacion matematica contemporanea. Investigaciones recientes como la de Rodriguez Nieto et
al. (2024) sostienen que las dificultades de los estudiantes en educacion media no radican en la
capacidad operativa con simbolos, sino en la incapacidad de coordinar multiples sistemas de
representacion de un mismo objeto matematico. La Teoria de los Registros de Representacion
Semiodtica (TRRS) de Duval (2004, 2006), eje teorico de este estudio, afirma que los objetos
matematicos solo son aprehendidos a través de sus representaciones, y que la comprension real
ocurre cuando el estudiante reconoce el mismo objeto en al menos dos registros distintos y puede
operar entre ellos mediante conversiones.

Respecto a la funcién lineal se ha documentado que los estudiantes de educacion
secundaria evidencian obstaculos cognitivos persistentes como dificultades para vincular
expresiones algebraicas con representaciones tabulares, errores en la interpretacion de graficas,
incapacidad para extraer informacion variacional del registro verbal e inconvenientes ante
conversiones que no son congruentes entre los registros de partida y llegada (Hernandez, 2023,
Vargas y Garcia, 2024; Yigit Koyunkaya y Boz-Yaman, 2023). Estos obstaculos en la practica
educativa tradicional se tratan de resolver con la mecanizacion de procedimientos,
desconociendo la naturaleza cognitivo-semioética del problema y la necesidad de mejorar las
estrategias didacticas para fortalecer la comprension y la coordinacion entre registros.

A nivel internacional, los resultados de evaluaciones como PISA han evidenciado de
forma reiterada que los estudiantes presentan dificultades significativas para interpretar y utilizar
representaciones matematicas en contextos variados (OCDE, 2023). En el caso especifico de las

funciones y el algebra, la evaluacion PISA 2022 mostrd que una proporcion considerable de
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estudiantes alcanza sélo el nivel minimo de competencia funcional en matematicas, lo que refleja
su incapacidad de articular distintas representaciones de un mismo fenémeno de variacion.
Investigaciones recientes en Colombia, México y Ecuador confirman que esta situacion se
reproduce en los contextos locales, con patrones de error en la funcién lineal que son
notablemente similares entre poblaciones de distintos paises latinoamericanos (Rodriguez-Nieto
et al., 2024; Hernandez, 2023; Villacis Montoya et al., 2023).

En Colombia, el Ministerio de Educacién Nacional sefiala que la ensefianza del algebra
continlia centrada en la memorizacion de procedimientos y en el uso predominante del registro
simbdlico lo que impide un mayor nivel de comprensién conceptual (MEN, 2016). En los
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) se establece que los
estudiantes deben ser capaces de interpretar, representar y transformar funciones en distintos
registros, pero es evidente la brecha existente entre la expectativa curricular y el desempefio real
de los estudiantes.

Al observar los resultados de las Pruebas Saber 9° del ICFES (2021) se confirma que las
mayores dificultades de los estudiantes colombianos en el componente de pensamiento
variacional se concentran en la interpretacidn de graficas de funciones, en la capacidad de
establecer relaciones entre variables y en la comprension de fendmenos de cambio a partir de sus
representaciones. Estos resultados son particularmente preocupantes en instituciones de
municipios y ciudades intermedias del Caribe colombiano, donde el acceso a recursos
tecnoldgicos y la formacidn docente en el uso de herramientas dinamicas de visualizacion
matematica son mas limitados. Investigaciones desarrolladas en contextos similares al de esta

propuesta, como el trabajo de Mufioz et al. (2021) en Barranquilla, han documentado que la
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introduccién de GeoGebra en secuencias didacticas estructuradas produce mejoras significativas
en la comprension de la funcién lineal, lo que sefiala la pertinencia de este tipo de intervencion.

En los dltimos afios se han desarrollado en Colombia pocas investigaciones en educacién
matematica en torno al estudio de las representaciones semioticas aplicadas a la funcion lineal.
Se resalta el estudio de Coy y Garcia (2023) cuyo trabajo se enfocé mas en el desarrollo
semidtico en torno a la integracion de un objeto virtual de aprendizaje OVA. Esta brecha en la
literatura nacional respecto al aprendizaje de la funcion lineal desde la perspectiva de las
representaciones semidticas y la construccion cognitiva que se genera en torno a este objeto
matematico refuerza la pertinencia del presente estudio.

El Centro de Educacion El Recreo, institucion privada ubicada en la ciudad de Cartagena,
departamento de Bolivar, atiende a una poblacion estudiantil caracterizada por condiciones
socioecondmicas heterogéneas y acceso limitado a recursos tecnologicos fuera del aula. En el
area de matematicas, las practicas pedagogicas predominantes estan orientadas a la ensefianza
del registro algebraico de manera aislada, con escasa integracion de representaciones gréaficas,
tabulares y verbales en las actividades de aula. Esta situacién genera que los estudiantes de grado
noveno desarrollen un dominio procedimental limitado de la funcién lineal que no se traduce en
comprension conceptual articulada.

A estas dificultades de orden semidtico se suma una dimensién cognitiva que la teoria
APOE (Accidn, Proceso, Objeto, Esquema) trabajada desde las experiencias de Arnon et al.,
(2014) y Dubinsky (1991) permite caracterizar con precision. La mayoria de los estudiantes del
grupo de estudio opera con la funcién lineal la estructura mental Accidn, es decir, ejecutan
procedimientos mecénicos sin haber interiorizado el proceso subyacente ni encapsulado la

funcion como un objeto cognitivo sobre el cual puedan reflexionar con profundidad. Esta
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condicion limita significativamente su capacidad de trasladar el conocimiento a situaciones
nuevas y de coordinar los distintos registros de manera autdbnoma.

Ante este panorama, existe la necesidad pedagdgica concreta de disefiar e implementar
estrategias didacticas que permitan analizar simultaneamente la dimension semiotica y la
dimension cognitiva del aprendizaje de la funcion lineal. Las secuencias didacticas mediadas por
GeoGebra responden a esta necesidad porgue el software ofrece un entorno en el que los
registros de representacion de la funcion lineal pueden coexistir y actualizarse de manera
simultanea y dindmica. Esta caracteristica convierte a GeoGebra en un mediador semiético que
externaliza la coordinacion de registros y hace observable el proceso de conversion, creando
condiciones cognitivas que ningun otro recurso didactico tradicional puede proporcionar
(Artigue, 2002; Vargas y Garcia, 2024; Wondimuneh y Ayele, 2021).

La implementacidn de las actividades propuestas para la intervencion pedagdgica se
desarrolla durante el primer semestre académico de la institucion, con un grupo de 32 estudiantes
de grado noveno. El analisis en profundidad se realiza sobre 8 casos focales seleccionados de
manera intencional para garantizar diversidad en los perfiles de desempefio inicial. El concepto
matematico central es la funcion lineal, en sus cuatro registros de representacion: algebraico,
gréafico, tabular y verbal.

Pregunta de Investigacion

¢De qué manera evolucionan los procesos de conversion y tratamiento entre registros
semidticos y como se relacionan con la evolucidn de las estructuras mentales de los estudiantes
de grado noveno del Centro de Educacion El Recreo durante el aprendizaje de la funcion lineal

en una intervencion didactica mediada por GeoGebra?
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Justificacion

Esta investigacion se justifica desde el punto de vista tedrico al generar conocimiento
desde la interseccidn de dos marcos tedricos que, a pesar de ser ampliamente reconocidos en la
investigacion en educacién matematica, han sido articulados de manera operativa en muy pocos
estudios. La Teoria de los Registros de Representacion Semiotica de Duval TRRS (1993, 2004,
2017) y la Teoria APOE de Dubinsky (1991) y Arnon et al. (2014) exponen perspectivas
complementarias sobre el aprendizaje matematico; la TRRS describe qué operaciones semioticas
son necesarias para la comprension mientras que la teoria APOE explica como el estudiante
construye las estructuras mentales que permiten esas operaciones. La integracion de ambas
teorias en un estudio analitico representa un aporte metodologico original que puede ser
adaptado a otras investigaciones en contextos similares.

Desde la perspectiva de la TRRS, la justificacion tedrica radica en que la funcion lineal es
un objeto matematico cuyo aprendizaje involucra varios registros de representacion
simultaneamente activos (algebraico, grafico, tabular y verbal) y en el que las conversiones no
congruentes son mas frecuentes y cognitivamente mas exigentes (Duval, 2006; Hernandez,
2023). Estudiar los procesos de conversion y tratamiento en este objeto especifico, con este
grupo especifico de estudiantes, genera conocimiento situado y contextualizado que enriquece la
base empirica de la teoria de Duval en el contexto iberoamericano.

Desde la perspectiva de la teoria APOE, la justificacion tedrica reside en que la
descomposicion genética de la funcion lineal propuesta en este estudio y su validacién a través
de los datos empiricos de la intervencion, contribuye a comprender como los estudiantes de
educacion bésica secundaria construyen este concepto. Como sefialan Sefik et al. (2021) la gran

mayoria de las investigaciones con APOE se desarrollan en contextos universitarios, por lo tanto,
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su extension a la educacién secundaria es una adaptacion de alta relevancia para la investigacion
matematica.

La articulacion de estos enfoques es coherente con las orientaciones de investigadores
como Wondimuneh y Ayele (2021) y Nga et al. (2023), quienes documentan los beneficios de
combinar APOE con herramientas tecnologicas, y por los planteamientos de Reyes-Santander et
al. (2023), quienes sefialan explicitamente la necesidad de complementar la TRRS con otros
marcos cognitivos para alcanzar interpretaciones mas completas de la comprension matematica

Metodoldgicamente se adopta el disefio de Investigacién-Accion Educativa en un
contexto donde el problema identificado tiene una dimensién tanto comprensiva como practica.
La IAE es un disefio coherente cuando el objeto de estudio es la practica pedagdgica en su
contexto natural, y cuando el propoésito incluye no solo describir lo que ocurre sino transformarlo
(Elliott, 2015).

La justificacion pedagogica de esta investigacion radica en que produce secuencias
didacticas especificamente disefiadas para atender las dificultades documentadas en los
estudiantes de grado noveno del Centro de Educacion El Recreo en el aprendizaje de la funcion
lineal. Estas secuencias no son ejercicios comunes de representacion matematica, sino
actividades articuladas con la progresion de complejidad semiotica (de conversiones congruentes
a no congruentes) y de construccion de estructuras mentales (de Accién hacia Esquema)
fundamentadas en el marco teorico.

Al incorporar GeoGebra como mediador tecnoldgico se aporta a la actualizacién
pedagdgica en coherencia con los lineamientos del Ministerio de Educacién Nacional para la
integracion de tecnologias en el aula (MEN, 2013) y con los hallazgos de investigaciones

recientes que demuestran su efectividad especifica en el contexto colombiano (Mufioz et al.,



21

2021; Baldovino y Quigua, 2022; Pérez-Salamanca, 2025). El uso de GeoGebra se justifica por
su disponibilidad dentro de la institucion educativa y por su capacidad especifica de representar
simultaneamente y actualizar dindmicamente los cuatro registros de la funcion lineal, creando el
tipo de entorno semidtico-cognitivo que tanto la TRRS como la teoria APOE sefialan como

condicion para el aprendizaje.
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Objetivos
Objetivo General

Analizar la evolucion de los procesos de conversion y tratamiento entre registros
semidticos y las estructuras de construccion de pensamiento matematico (Accion, Proceso,
Objeto y Esquema) de los estudiantes de grado noveno del Centro de Educacién El Recreo,
durante la implementacion de secuencias didacticas mediadas por GeoGebra para el aprendizaje
de la funcion lineal.

Objetivos Especificos

Caracterizar el estado inicial de los estudiantes en los procesos de conversion y
tratamiento entre registros semioticos de la funcién lineal, identificando los tipos de dificultades
semidticas y la estructura de construccion de pensamiento predominante, a partir del analisis de
la prueba diagndstica y de la observacion inicial del aula.

Describir los procesos de conversion y tratamiento entre registros semiéticos que
aparecen durante la implementacién de las secuencias didacticas mediadas por GeoGebra,
identificando los modos de coordinacion semiotica que el software favorece, los patrones de
articulacion verbal entre registros y los indicios de avance en las estructuras de construccion de
pensamiento de los estudiantes.

Interpretar las transformaciones producidas en los procesos de conversion y tratamiento
entre registros semioticos y en las estructuras de construccion de pensamiento de los estudiantes
al finalizar la intervencién, mediante el analisis comparativo integrado de la prueba diagnostica,

los registros de observacion de las sesiones y la prueba final.
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Antecedentes de Investigacion

La revision de antecedentes presentada a continuacion tiene como propdsito identificar el
estado del arte en cuatro lineas tematicas vinculadas con el problema investigado: el concepto de
funcion lineal en la didactica de las matematicas, los registros de representacion semidtica
aplicados a dicho concepto, la teoria APOE como marco para analizar su aprendizaje y la

mediacion tecnoldgica con GeoGebra.

Estudios Sobre el Concepto de Funcion Lineal en la Didactica de las Matematicas

El concepto de funcion lineal ha sido estudiado de manera amplia en la investigacién en
educacion matematica. Los estudios revisados no tienen propositos o enfoques homogéneos y
muestran diferencias marcadas en sus objetos de analisis, sus poblaciones y sus marcos de
referencia. Davila et al. (2023), Rodriguez- Nieto et al. (2024) y Mateus y Moreno (2021)
coinciden en sefialar que las dificultades con la funcion lineal van mucho mas alla del plano
procedimental, pero cada estudio analiza un angulo distinto del problema y sus hallazgos no son
directamente equivalentes.

En el trabajo de Davila et al. (2023) se examinan los errores de docentes costarricenses de
matematica en formacion al trabajar con variacion lineal, documentando confusiones en la
aplicacién del concepto de linealidad que persisten incluso en sujetos con formacion pedagdgica
avanzada. La fortaleza de este estudio radica en su poblacion pues al trabajar con futuros
docentes se visibiliza como los obstaculos conceptuales se reproducen en el ciclo de ensefianza.
Su alcance es limitado desde el punto de vista del disefio al tratarse de una experiencia formativa
de caso Unico, sin grupo de comparacion, lo que impide establecer si los avances reportados se
deben a la intervencién o a otros factores del proceso formativo. La relevancia para este estudio

es principalmente de comparacion diagnostica, pues a pesar de enfocarse en poblaciones de
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niveles académicos distintos los tipos de errores que identifica en futuros docentes son
consistentes con los observados en los estudiantes de grado noveno del Centro de Educacion El
Recreo, lo que sugiere que ciertos obstaculos tienen un origen profundo que no depende del nivel
educativo.

Rodriguez- Nieto et al. (2024) trabajan con estudiantes de bachillerato en una institucién
publica de Barranquilla, lo que representa una proximidad geogréafica y contextual de alto valor
para la presente investigacion. Plantean un laboratorio de matematicas con ocho actividades
centradas en la funcién lineal que produjo avances en el pensamiento variacional y en la
articulacion entre representaciones. Sin embargo, el estudio se realizé desde un enfoque
cualitativo descriptivo sin instrumentos de analisis semiotico explicito, describiendo las mejoras
observadas sin explicar con precision cognitiva por qué se producen ni en qué tipo de
conversiones avanzan los estudiantes. Esta limitacion es precisamente el vacio que la doble lente
de anélisis TRRS-APOE de la presente investigacion pretende cubrir.

Desde otro punto de vista Mateus y Moreno (2021) enfocan el analisis de la funcion
lineal como parte del desarrollo del pensamiento variacional, situando este objeto matematico
como base conceptual del calculo al considerar que la funcion lineal es el puente entre el algebra
escolar y el razonamiento variacional superior. Su postura es coherente con el enfoque de este
estudio, que también resalta la importancia de la comprension conceptual del comportamiento de
la funcion sobre el dominio del algoritmo. Estos autores trabajan principalmente en un registro
curricular y didéactico, sin aplicar un marco semiético o cognitivo que permita analizar la
naturaleza interna de las dificultades.

Los tres trabajos consultados en esta linea tematica muestran una tensién metodoldgica

en torno al objeto de estudio; la investigacion con mayor proximidad contextual al Caribe
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colombiano (Rodriguez- Nieto et al., 2024) carece de profundidad tedrica semidtica, mientras
que los estudios con mayor precision analitica (Davila et al., 2023) se desarrollan en contextos
educativos bastante distantes.

Estudios Relacionados con los Registros de Representacion Semiotica en Torno al
Aprendizaje de la Funcion Lineal

Los estudios revisados en esta linea tematica coinciden en sefialar que las principales
dificultades en el aprendizaje de la funcion lineal no se explican Gnicamente por falencias en el
manejo algebraico, sino por la incapacidad de los estudiantes para coordinar registros de
representacion distintos. A pesar de esta coincidencia general los trabajos consultados muestran
diferencias importantes en los énfasis analiticos, en los disefios metodologicos y en los contextos
educativos desde los cuales se ha investigado el problema.

Hernandez (2023) analiza la funcién lineal en secundaria desde una secuencia didactica
mediada por GeoGebra con estudiantes mexicanos y concluye gue el obstaculo central esta en la
coordinacion entre los registros verbal, tabular, gréafico y algebraico. En cambio, Coy y Garcia
(2023), aunque trabajan también con estudiantes de grado noveno y desde la teoria de Duval,
centran su analisis en las conversiones semidticas realizadas mediante objetos virtuales de
aprendizaje (OVA) en un contexto panamefio, demostrando que, aunque el entorno digital
favorece la produccion de multiples representaciones, las conversiones no congruentes continian
siendo un punto critico. Ambos estudios permiten afirmar que el problema no es simplemente la
ausencia de recursos tecnoldgicos, sino en el tipo de mediacion didactica que estructura la
conversion entre registros.

Hernandez (2023) trabaja desde el disefio e implementacion de una secuencia didéactica,

lo que le permite valorar el potencial de una intervencion estructurada, pero limita la profundidad



26

del analisis sobre los tipos especificos de conversiones fallidas. En cambio, Coy y Garcia (2023)
desarrollan un estudio cualitativo sobre un pequefio grupo de seis estudiantes, permitiéndoles
describir con mayor detalle los tipos de transformaciones logradas o erradas en un entorno virtual
especifico, pero sin posibilidad de generalizacion de los resultados. Aunque ambas
investigaciones aportan evidencia importante sobre las conversiones semioticas, los resultados
no son directamente equivalentes: uno privilegia el alcance de la intervencion y el otro
profundiza en los mecanismos cognitivos individuales.

De otra parte, se encuentra el trabajo de Garcia y Martinez (2021), quienes desarrollan un
estudio cuasiexperimental con 99 estudiantes de secundaria en Espafia, en el que desplazan el
foco de analisis desde la funcion lineal hacia la relacion entre la diversidad de registros de
representacion y las estrategias metacognitivas. Su principal aporte como antecedente radica en
vincular la dimensién semio6tica con la autorregulacion del aprendizaje. También es importante
sefialar que al desarrollarse en un contexto europeo sus hallazgos presentan limitaciones para su
transferencia directa al contexto educativo colombiano.

La revisién de los estudios antes mencionados evidencia una tension metodoldgica
recurrente en la investigacion en educacion matematica: mientras los estudios microanaliticos
permiten comprender con detalle procesos especificos como las conversiones semioticas, 1os
disefios comparativos de mayor escala ofrecen una vision mas general de los patrones de
aprendizaje.

Pasando a los estudios asociados a TRRS en el contexto colombiano, Pineda et al. (2022)
ofrecen una investigacion que se apoya en GeoGebra para trabajar el concepto de elipse con
estudiantes de grado décimo. Aunque el objeto matematico es diferente, presentan hallazgos

sobre la progresion no lineal en la coordinacion de registros, lo que evidencia que algunos
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estudiantes avanzan en ciertos pares de registros, pero retroceden en otros, lo cual es transferible
al estudio de la funcién lineal y anticipa que el analisis de las conversiones no puede reducirse a
una escala unica de dominio.

Otro trabajo de investigacion consultado dentro del contexto colombiano es el de Reyes
Santander et al. (2023). En este estudio los autores analizan las producciones de estudiantes en
olimpiadas de matematicas y concluyen gque, aungue la TRRS es un marco tedrico robusto no
logra explicar todos los comportamientos cognitivos observados, lo cual justifica la necesidad de
disefiar propuestas de articulacion tedrica con otros marcos como APOE para dar respuesta a esta

necesidad analitica real.

Estudios Relacionados con el Aprendizaje de la Funcion Lineal desde la Teoria APOE

La teoria APOE se ha utilizado con frecuencia en el desarrollo de investigaciones en
educacion matematica, pero su aplicacion al nivel de basica secundaria y al concepto especifico
de la funcidn lineal sigue siendo limitada en comparacion con su uso en contextos universitarios.

Yigit Koyunkaya y Boz-Yaman (2023), trabajaron con docentes en formacion en
Turquia, encontrando que el ciclo ACE (Activities, Classroom Discussion, Exercises, por sus
siglas en inglés) de APOE aportd positivamente para que la mayoria de los participantes
avanzaran desde la estructura mental Accidn hasta la estructura mental Proceso, agregando que
la discusion en clase fue el componente mas determinante para que se materializara ese avance.
Este hallazgo es valioso para la presente investigacion porque sefiala que el progreso cognitivo
no depende Unicamente del software o de las tareas, sino de la calidad de la estrategia
pedagdgica. Sin embargo, el estudio citado trabaja con una poblacion de adultos en formacion
docente, con diferencias cognitivas y motivacionales importantes respecto a estudiantes de grado

noveno.
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Nga et al. (2023) desarrollaron una investigacion en un nivel académico similar al
abordado en el presente estudio, aportando evidencia cuantitativa y cualitativa en un disefio
experimental con grupos de control en bachillerato viethamita. Encontraron que los estudiantes
con instruccion bajo el ciclo ACE de APOE combinado con GeoGebra obtuvieron puntajes
significativamente mas altos en la comprension conceptual de la derivada. Este es el disefio
metodoldgicamente mas estructurado de los revisados en esta categoria, al incluir un grupo de
control y criterios de medida explicitos. Los aspectos que limitan su transferibilidad directa son
en primer lugar que trabaja con un concepto distinto (la derivada) y las marcadas diferencias
curriculares y culturales del contexto asiatico.

Otro estudio con enfoque tedrico APOE en secundaria es el realizado por Matindike y
Makonye (2023), en una escuela rural de Sudafrica. Sus hallazgos demuestran que el diagnostico
basado en APOE permite disefiar intervenciones mas precisas y que los errores de los estudiantes
al trabajar con funciones hiperbolicas son manifestaciones directas de la estructura mental APOE
en el que operan. Su mérito metodoldgico es el andlisis detallado de las producciones escritas
para inferir la estructura de construccion cognitiva, lo que proporciona un modelo de
codificacion util para la presente investigacion. Las diferencias mas marcadas son el concepto
matematico en torno al cual se desarrolla el estudio y el contexto de alta vulnerabilidad educativa
que, aunque comparte algunas caracteristicas con el de Centro Educativo El Recreo, difiere en
los recursos tecnolégicos disponibles.

La investigacién de Rachmawati (2020) realizada en béasica secundaria en Indonesia
afiade como variable los estilos cognitivos, una variable poco explorada en otros estudios. Los
datos obtenidos muestran que los estudiantes reflexivos avanzan mas rapidamente hacia las

estructuras cognitivas Proceso y Objeto, mientras que los impulsivos tienden a permanecer en la
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estructura mental Accidn. Este hallazgo identifica como punto metodoldgico relevante que la
diversidad en los perfiles cognitivos individuales puede producir trayectorias de aprendizaje muy
distintas dentro de un mismo grupo, lo que justifica el anlisis de casos focales en la presente
investigacion en lugar de un analisis grupal general.

Rico (2023) realizd una revision de APOE en el célculo diferencial iberoamericano que
ofrece la reflexion mas directamente aplicable al contexto colombiano, su trabajo concluye que
esta teoria permite identificar con mayor precision los puntos de quiebre cognitivo y que su
adaptacion al contexto hispanohablante es muy viable. La ausencia de estudios que apliquen
APOE a la funcién lineal en secundaria colombiana es uno de los vacios més claros encontrados
en la revision de antecedentes. Como respuesta a lo anterior la presente investigacion articula el
estudio de la funcion lineal desde la doble perspectiva TRRS / APOE, en el nivel de basica
secundaria con mediacion tecnoldgica, que puede llegar a posicionarla como un antecedente de

valor en la discusién académica.

Estudios Relacionados con la Mediacidn Tecnoldgica de GeoGebra para el aprendizaje

La evidencia académica relacionada con el uso de GeoGebra es amplia y consistente en
afirmar que el uso de este software mejora la comprension de conceptos matematicos, favorece
la visualizacion y aumenta la motivacion en los estudiantes. Pese a ello se encuentran diferencias
en las condiciones de implementacion, los disefios metodoldgicos o las conclusiones sobre la

forma en que GeoGebra produce esos efectos.

Vargas y Garcia (2024), desarrollaron una investigacion en México en nivel de
bachillerato que demuestra que la combinacion de TRRS con applets de GeoGebra favorecid la
construccion de significado matematico para ecuaciones lineales. Macias Tejena et al. (2025), en

Ecuador, aportan evidencia cuantitativa parametrizada a través de una prueba t-student sobre el
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impacto positivo de GeoGebra en el aprendizaje de funciones lineales. Sin embargo, encontraron
como obstaculo la falta de formacion docente y las limitaciones de acceso tecnolégico,
concluyendo que estos aspectos pueden disminuir el potencial del software si no se tienen en
cuenta desde la etapa de disefio de la intervencion. Este hallazgo es directamente relevante para
el contexto del Centro de Educacion El Recreo, donde el acceso tecnologico es limitado fuera del

aula.

Villacis Montoya et al. (2023), también en Ecuador, trabajaron un disefio experimental
con grupo de control obteniendo mejoras estadisticamente significativas en el grupo que uso
GeoGebra. Comparados con la investigacion de Macias Tejena et al. (2025) los dos estudios
ecuatorianos muestran una diferencia metodoldgica importante: uno mide el impacto con
criterios cuantitativos (Villacis Montoya) y el otro integra perspectivas docentes cualitativas
(Macias Tejena). Ambos son necesarios porque producen conocimiento complementario, pero
ninguno de los dos analiza en profundidad qué tipo de conversiones semioticas facilita GeoGebra

ni en que estructura mental APOE se producen los avances.

En el contexto colombiano del Cauca los investigadores Baldovino y Quigua (2022),
documentaron mejoras en la interpretacion de parametros de la funcion lineal, confirmando que
GeoGebra es consistentemente positivo en visualizacidn, comprension conceptual y motivacion
en secundaria. A su vez. Pérez Salamanca (2025), en Medellin, afiade Desmos como recurso
complementario y subraya la importancia de combinar el software con el razonamiento
algebraico. Estos estudios colombianos muestran que la investigacion local sobre GeoGebra
avanza, pero sigue concentrandose en las regiones andinas del pais. El contexto de esta
investigacion se ubica en el Caribe colombiano, region que permanece subrepresentada en esa

literatura, lo que valida la pertinencia de la propuesta.
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Una tension transversal evidenciada al comparar los estudios antes mencionados es que
aquellos trabajos que producen los hallazgos mas solidos desde el punto de vista cuantitativo
(Villacis Montoya et al., Macias Tejena et al., Nga et al.) son los que menos detallan los
mecanismos semioticos o cognitivos que explican dichos avances, mientras que los estudios de
caso con mayor profundidad analitica (Coy y Garcia, 2023; Hernandez, 2023) ofrecen

comprensiones mas detalladas, pero con menor capacidad de generalizacion.
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Marco Teorico
La Teoria de los Registros de Representacion Semiotica (TRRS) como Eje Central

Fundamentos epistemoldgicos

La Teoria de los Registros de Representacion Semidtica, desarrollada por Raymond
Duval (1993, 2004) constituye uno de los ejes articuladores de esta investigacion. Esta teoria
afirma que los objetos matematicos no pueden ser aprehendidos de manera directa por la mente
humana y s6lo son accesibles a través de sus representaciones semidticas. Duval (2006) sostiene
que esta condicién no es una limitacion provisional, sino la naturaleza constitutiva del

conocimiento matematico.

Duval separa el objeto matematico de sus representaciones, en este caso la funcion lineal
como concepto no es la expresion y = mx + b, ni la recta en el plano cartesiano, ni la tabla de
valores, ni la descripcién verbal de una relacion de proporcionalidad directa, por el contrario, la
funcion lineal es el concepto subyacente a todas estas representaciones. Para comprender un
objeto matematico el estudiante debe estar en capacidad de reconocerlo en distintos sistemas de
representacion y operar entre ellos con fluidez. Algunas investigaciones recientes en contextos
iberoamericanos como la de Hernandez (2023) y el trabajo de Reyes-Santander et al. (2023)
coinciden al afirmar que esta condicion sigue siendo el principal desafio cognitivo en el

aprendizaje del algebra escolar.

Desde este punto de vista trabajar el objeto matematico en un dnico registro semidtico no
garantiza su comprension. Puede encontrarse que un estudiante opere la funcion lineal con éxito
dentro del registro algebraico, pero al mismo tiempo ser incapaz de interpretar la gréafica de esa
funcidn o de vincularla con una situacion planteada en forma verbal. Esta confusion entre

registros es la manifestacion mas clara del obstaculo cognitivo central en el aprendizaje
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matematico desde la perspectiva de la TRRS. Estudios con estudiantes de bachillerato en
Colombia han corroborado que las dificultades de los estudiantes con las funciones lineales se
evidencian en la articulacion entre registros y no en la manipulacion dentro de un solo sistema

(Rodriguez-Nieto et al., 2024).

Registros semioticos y sus funciones cognitivas

Un registro de representacion semidtica segun la definicion de Duval (2004, 2006) es un
sistema semiotico que cumple tres condiciones: permite la formacion de representaciones
identificables, otorga la posibilidad de realizar transformaciones internas (tratamientos) y admite
la conversion hacia otros registros. En el caso de la funcion lineal existen cuatro registros de

representacion fundamentales con funciones cognitivas especificas e irreducibles entre si:

Registro algebraico. Permite expresar la funcion mediante simbolos formales como f(x)
= mx + b. Su importancia radica en que facilita la generalizacion y la operacion simbodlica del
objeto matematico. Algunos estudiantes presentan dificultades al trabajar en este registro cuando

no han interiorizado el significado estructural de cada parametro. (Umam & Susandi, 2022).

Registro gréafico. Representa la funcién como una recta en el plano cartesiano. Permite
visualizar propiedades globales como la tendencia, la pendiente y el intercepto. Es el registro
donde se encuentra mayor cantidad de informacidn acerca del comportamiento dinamico de la
funcidon. Requiere que el estudiante reconozca convenciones de lectura que algunos no dominan

en el nivel de secundaria. (Rodriguez-Nieto et al., 2024).

Registro tabular o numérico. Organiza en tablas pares de valores (x, y). Este registro
facilita la identificacién de patrones de cambio y la verificacion puntual de valores, pero puede

inducir una lectura desconectada de la continuidad de la funcion (Vargas & Garcia, 2024).
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Registro verbal o en lenguaje natural. Describe la funcion mediante el lenguaje
ordinario o matematico. Tiene una funcidn articuladora fundamental pues permite dar sentido y
contexto a las relaciones entre los demas registros y se constituye como un medio relevante para
la comunicacion matematica. Investigaciones recientes como la de Reyes-Santander et al.,
(2023) sefialan que este registro es frecuentemente subutilizado en la ensefianza tradicional del

algebra.

En cada registro se establece una estructura interna propia, con reglas de formacion,
transformacion y significados particulares. No son traducciones equivalentes entre si pues cada
uno destaca aspectos distintos del objeto matematico y oculta otros. Estas diferencias son la
razén por la cual la coordinacién entre registros es cognitivamente exigente y educativamente

valiosa (Duval, 2017).

Transformaciones semidticas: tratamiento y conversion

El ndcleo de las operaciones de la TRRS se fundamenta en dos tipos de transformaciones

que un sujeto puede realizar sobre las representaciones semidticas (Duval, 1993, 2006).

El tratamiento es la transformacion que se produce dentro de un mismo registro,
siguiendo sus reglas internas. Por ejemplo, despejar x en la ecuacion 2x — 3 = 7 es un
tratamiento dentro del registro algebraico; trazar la recta a partir de dos puntos previamente
marcados es un tratamiento dentro del registro grafico; calcular la diferencia entre valores
sucesivos de y en una tabla es un tratamiento dentro del registro tabular. Desde el punto de vista
cognitivo los tratamientos son operaciones de menor complejidad que las conversiones, pues no

exigen cambiar de sistema de representacion (Duval, 2017).
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La conversion es la transformacion que permite pasar de una representacion en un
registro a una representacion en otro registro distinto, conservando el objeto matematico de
referencia. Por ejemplo, pasar de la expresion algebraica y = 3x + 1 a su representacion
grafica como una recta, o describir verbalmente el comportamiento de una tabla de valores.
Duval (2004) sefiala que la conversion es el proceso cognitivo mas exigente y relevante para la
comprension matematica, ya que obliga al estudiante a reconocer el mismo objeto en sistemas
representacionales distintos. Esta afirmacion ha sido corroborada por diferentes investigaciones

como las de Vargas & Garcia (2024), Reyes-Santander et al. (2023) y Hernandez (2023).

La dificultad de una conversion depende de la congruencia entre los registros
involucrados. Dos registros son congruentes en una conversion cuando existe una
correspondencia directa, unidad a unidad, entre sus elementos constitutivos. Cuando esta
correspondencia es indirecta ya sea porque el orden de los elementos difiere, la cardinalidad
cambia o la direccion de la conversion es inversa, se habla de conversiones no congruentes, que
resultan significativamente mas dificiles para los estudiantes y son escenario frecuente de errores

persistentes (Duval, 2006; Arteaga et al., 2024).

Paradoja cognitiva de Duval y su implicacion didactica

Duval (1993) enuncia una paradoja cognitiva fundamental en relacion al aprendizaje
matematico: para comprender un objeto matematico es necesario trabajar con al menos dos
registros de representacion diferentes y reconoce que la confusion entre el objeto y sus
representaciones es el principal obstaculo que dificulta esa comprension. Esta paradoja sigue
siendo vigente epistemoldgicamente y ha sido retomada en investigaciones como las
desarrolladas por Reyes-Santander et al., (2023) y Vargas & Garcia (2024), como punto de

partida para el disefio de propuestas didacticas innovadoras
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La implicacion didactica de esta paradoja es directa porque el docente no puede
simplemente plantear varias representaciones de un mismo objeto y esperar que los estudiantes
las coordinen espontdneamente. Es necesario disefiar actividades que hagan explicito el acto de
conversion, que pongan en evidencia la correspondencia entre los elementos de los distintos
registros y que promuevan la reflexion del estudiante sobre sus propios procesos de conversion.
Investigaciones con grupos de grado noveno en contextos latinoamericanos han demostrado que
este tipo de disefio mejora significativamente la comprension de las funciones lineales (Mufioz et

al., 2021; Hernandez, 2023; Rodriguez-Nieto et al., 2024).

En esta investigacion las secuencias didacticas mediadas por GeoGebra cumplen esta
funcion al crear un entorno en el que la representacion simultanea y dinamica de maultiples
registros hace visible la conversion y permite al estudiante trabajar sobre ella de manera

intencional y reflexiva.

La Teoria APOE como Complemento Cognitivo

Fundamentos y estructura

La Teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema) fue desarrollada por Ed Dubinsky
y colaboradores (Dubinsky, 1991; Arnon et al., 2014) como un marco constructivista para
describir y analizar los mecanismos mediante los cuales los estudiantes construyen el
conocimiento matematico. Se encuentra alineada con la tradicion piagetiana de la abstraccion
reflexiva, entendiéndola como el mecanismo cognitivo mediante el cual el sujeto construye
conocimiento nuevo a partir de la reflexion sobre sus propias acciones. La vigencia de esta teoria
se ha validado en revisiones sistematicas de literatura relacionada como la realizada por Sefik et
al. (2021) que ubican a APOE como uno de los marcos tedricos mas productivos en la

investigacion de la educacion matematica universitaria y de bachillerato.
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Arnon et al. (2014) y Nga et al. (2023) coinciden al afirmar que la comprensién de un
concepto matematico progresa a través de cuatro estructuras mentales, que se caracterizan por no
ser etapas rigidas ni lineales, sino estados de sofisticacion cognitiva que pueden coexistir y

evolucionar mediante mecanismos especificos.

Las estructuras mentales que se describen desde la Teoria APOE son:

Accion (A). El estudiante realiza transformaciones sobre objetos matematicos siguiendo
pasos explicitos y guiados de manera externa. Es una estructura mental netamente procedimental
porque el sujeto sabe que hacer, pero no comprende por qué ni puede generalizar. En el contexto
de la funcidn lineal un estudiante en la estructura mental Accion puede sustituir un valor de x en
y = 2xy calcular el resultado siguiendo el algoritmo paso a paso, pero no comprende la
funcién como una relacién global entre conjuntos (Matindike & Makonye, 2023; Wondimuneh

& Ayele, 2021).

Proceso (P). El estudiante construye un proceso que puede ejecutar de forma mental sin
necesidad de realizarlo fisicamente a partir de la interiorizacion de sus acciones. El proceso
puede revertirse, pensarse como un todo y aplicarse en distintas situaciones. Cuando un
estudiante esta en la estructura mental Proceso en torno al concepto de funcion lineal puede
imaginar como cambiaria una tabla de coordenadas si se modifica el valor de my a la vez
razonar sobre la funcion sin calcular cada valor individualmente (Nga et al., 2023; Arnon et al.,

2014).

Objeto (O). Esta estructura mental se presenta cuando el estudiante concibe el proceso
matematico como una totalidad a través del mecanismo de encapsulacion, consolidando un

objeto cognitivo sobre el cual el estudiante puede operar. En el caso de la funcion lineal, la
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encapsulacién ocurre cuando el estudiante puede identificar la funcion, compararla con otras
funciones, incluirla en sistemas de ecuaciones o identificarla como caso particular de la funcién

polindmica (Trigueros & Hernandez-Rebollar, 2022; Arnon et al., 2014).

Esquema (E). En la estructura mental Esquema los objetos, procesos y acciones
relacionados con un dominio conceptual se organizan en una estructura cognitiva coherente que
el estudiante puede aplicar a situaciones nuevas. Un estudiante con un esquema bien
desarrollado puede seleccionar la representacién mas adecuada, anticipar el comportamiento de

la funcién y establecer conexiones con otros conceptos matematicos (Sefik et al., 2021)

Mecanismos de construccion: interiorizacion, encapsulacion y coordinacion

La teoria APOE describe los mecanismos mediante los cuales se construyen las estructuras
mentales. Comprender estos mecanismos es fundamental para disefiar secuencias didacticas que

los activen deliberadamente.

La interiorizacion. Es el mecanismo por el cual una accién se convierte en proceso. A
través de ella el estudiante deja de necesitar pasos explicitos y puede ejecutar la transformacion
mentalmente. Se favorece mediante la repeticion reflexiva y la variacion sistemética de los
contextos de aplicacion. Wondimuneh y Ayele (2021) documentan que los entornos mediados
por GeoGebra aceleran este proceso al permitir que el estudiante observe en tiempo real el efecto

de sus acciones.

La encapsulacién. Es el mecanismo por el cual un proceso se convierte en objeto: el
estudiante puede tratar al concepto como una entidad con propiedades y operar sobre él con
acciones. La encapsulacion es cognitivamente el salto cualitativo mas importante en la

construccion del concepto. Investigaciones recientes han mostrado que el disefio de actividades
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que obligan al estudiante a aplicar el proceso a nuevas situaciones es la estrategia mas eficaz para

provocar la encapsulacion (Trigueros & Herndndez-Rebollar, 2022; Sefik et al., 2021).

La coordinacién. Es el mecanismo por el cual se articulan dos 0 més procesos para
construir un proceso nuevo o un esquema mas complejo. (Arnon et al., 2014). La coordinacion
de los procesos asociados a los distintos registros de representacion resulta central en esta
investigacion, pues es el mecanismo que permite construir un esquema conceptual coherente

sobre la funcion lineal.

Figura 1
Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de contenido matematico
Esquema
interiorizacion
acciones
l procesos
oordinacion
Dbjﬂﬂs reversion
encapsulacion
desencapsulacion

Nota. Tomado de Arnon et al., 2014, p. 18)

Como se ilustra en la Figura 1, Dubinsky (1991, citado en Arnon et al., 2014) concibe la
relacion entre estos elementos como un ciclo en el que cada componente retroalimenta a los
demas de manera continua. En este marco, el estudiante parte de operaciones que ya dominay,

con la préctica y la reflexion, las interioriza hasta convertirlas en unidades mentales méas
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compactas. Estas unidades pueden tratarse como entidades sobre las cuales seguir operando, y
también descomponerse para examinar como fueron construidas. Cuando todas estas estructuras
logran funcionar de forma integrada ante una situacion matematica, se configura lo que la teoria

denomina un Esquema.

Descomposicion genética inicial de la funcion lineal

Para aplicar la teoria APOE a la ensefianza, Dubinsky (1991) y otros autores como Arnon
et al, (2014) proponen la elaboracion de una descomposicién genética. Esto se traduce en una
descripcion hipotética de las estructuras mentales y los mecanismos gque un estudiante necesita
construir para comprender el concepto. La descomposicidn orienta el disefio de las actividades de
instruccion y puede ser ajustada a través de ciclos de investigacion empirica (Trigueros &

Hernandez-Rebollar, 2022).

La descomposicion genética que se presenta a continuacion no es una construccién ad
hoc de esta investigacion, sino que se fundamenta en trabajos previos que han aplicado la teoria
APOE al estudio del concepto de funcién. Breidenbach et al. (1992) establecieron, en uno de los
primeros estudios empiricos con APOE sobre funcion, que la mayoria de los estudiantes de
secundaria y primer afio universitario operan con una concepcion de tipo accion (denominada
por los autores concepcion proceso-accion) y que la transicion hacia una concepcion proceso
genuina requiere de actividades que permitan al estudiante anticipar imagenes, invertir
asignaciones y razonar sobre la funcion como una totalidad. Por su parte, Dubinsky y Harel
(1992) sefialan que la encapsulacion de la funcion como objeto (la transicion hacia la estructura
mental O) es el mecanismo cognitivo mas dificil de producir en la ensefianza secundaria, y que
su activacion requiere experiencias en las que la funcion sea operada sobre otras funciones o

incluida en estructuras mas complejas.
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Esta descripcion es coherente con los patrones observados en el contexto latinoamericano
de educacion secundaria: Rodriguez-Nieto et al. (2024), trabajando con estudiantes de
bachillerato en Barranquilla, documentan que las dificultades en el aprendizaje de la funcion
lineal no son primordialmente algebraicas sino de coordinacion entre representaciones, lo que
desde la teoria APOE indica que los estudiantes operan predominantemente en estructura mental
Accion; y Hernandez (2023), en México, confirma que la transicion hacia la estructura mental
Proceso requiere de mediacion tecnologica sistematica con entornos de geometria dinamica. La
descomposicion genética que se propone en este estudio adapta esos hallazgos al objeto
especifico de la funcidn lineal y al contexto de mediacion tecnoldgica con GeoGebra, en
consonancia con lo sefialado por Trigueros y Hernandez-Rebollar (2022), quienes establecen que
toda descomposicion genética debe ser considerada una hipdtesis de trabajo que se ajusta a partir
de los datos empiricos de la intervencion y no una prescripcion definitiva sobre como aprenden

todos los estudiantes.

En este estudio la descomposicién genética toma como objeto matematico la funcion
lineal y = mx y se aplicara también dentro de las actividades propuestas en esta investigacion a

funciones afines a ella como la ecuacion de la recta representada de la forma f(x) = mx + b.

Estructura Mental Accidn. El estudiante calcula valores de y dado x usando la
expresion algebraica como algoritmo. Construye tablas de valores siguiendo un procedimiento
indicado. Marca puntos en el plano cartesiano dado un par ordenado. Su trabajo con GeoGebra

consiste en introducir datos y observar resultados sin interpretar el proceso global.

Estructura Mental Proceso. El estudiante comprende la funcion como una regla de
correspondencia que asigna a cada x un unico y. Puede anticipar el efecto de modificarmo b

sobre la tabla sin calcular todos los valores. Establece razonamientos sobre la recta como el
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conjunto de todos los pares (x, y) que satisfacen la relacion. Utiliza GeoGebra para explorar y

formular conjeturas.

Estructura Mental Objeto. El estudiante compara la funcion lineal con otras funciones,
la incluye en sistemas de ecuaciones, identifica su pendiente e intercepto como propiedades del
objeto matematico. Puede operar sobre familias de funciones lineales y reconoce la funcion en

cualquier registro de manera directa.

Estructura Mental Esquema. El estudiante coordina los registros algebraicos, gréfico,
tabular y verbal dentro de una estructura conceptual articulada. Transita con fluidez entre
registros, siendo capaz de elegir el mas adecuado para cada propoésito y aplica el concepto en

situaciones de modelacion de fendmenos de cambio reales.

Esta descomposicion genética tiene caracter hipotético y provisional, en el sentido que
Trigueros y Hernandez-Rebollar (2022) atribuyen a toda descomposicidn genética elaborada
previamente a la intervencion. En este caso describe las estructuras que el investigador anticipa
que el estudiante debera construir, pero no predice el camino exacto que seguira cada estudiante
ni el tiempo requerido para cada transicion. La implementacion de la intervencion pedagdgica y
el analisis de sus resultados permitiran, en la seccion de Analisis de Resultados, evaluar en qué
medida esta descomposicién inicial se corresponde con lo observado v, si los datos lo justifican,

proponer una descomposicién genética refinada como producto empirico de la investigacion.
Articulacion entre la TRRS y la Teoria APOE

En la presente propuesta de investigacion se articulan la TRRS y la teoria de manera
coherente aplicandolos al aprendizaje de la funcion lineal. A pesar de derivarse de concepciones

distintas (la psicologia cognitiva piagetiana en el caso de APOE, y la semidtica cognitiva en el
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caso de Duval), su combinacién produce un marco analitico mas completo y consistente que

cualquiera de los dos por separado (Wondimuneh & Ayele, 2021; Nga et al., 2023).

Desde la TRRS se da respuesta a la pregunta ¢ Qué tipo de operaciones semioticas implica
la comprension matematica? y sefiala las conversiones entre registros como el proceso cognitivo
central. Desde la teoria APOE se responde a la pregunta ;Como se construyen mentalmente las
estructuras que permiten esas operaciones? y se describe la progresion desde la estructura mental
Acciodn hasta la estructura mental Esquema como la trayectoria de esa construccion. La
articulacion entre ambas teorias permite un analisis simultaneo, que en el enfoque semiotico
identifica qué registros usa el estudiante, qué conversiones realiza, si estas son congruentes o0 no

y en cuanto al enfoque cognitivo establece en qué estructura mental (A, P, O o E) se encuentra el

estudiante cuando opera en cada registro.

En la tabla 1 se describe de manera especifica la articulacion de la TRRS y la teoria

APOE en torno al concepto de funcion lineal.

Tabla 1

Articulacion TRRS-APOE para la funcién lineal

Estructura < o .
Operacion semiotica predominante . L
mental (TRRS) Manifestacion observable
APOE
Accidn (A) Tratamientos dentro de un registro El estudiante sigue pasos explicitos.

Proceso (P)

(algebraico o tabular). Conversiones
congruentes guiadas externamente.

Tratamientos autbnomos en varios
registros. Inicio de conversiones en
ambas direcciones, incluyendo no
congruentes parciales.

Necesita instrucciones para convertir
entre registros. Depende de
GeoGebra como verificador.

El estudiante anticipa resultados en
otros registros. Comienza a explorar
con GeoGebra sin necesidad de guia
paso a paso.
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Estructura ., o .
Operacion semidtica predominante . .
mental (TRRS) Manifestacion observable
APOE
Obijeto (O) Conversiones fluidas en maltiples El estudiante reconoce la funcion en
direcciones, incluyendo no cualquier registro. Identifica
congruentes. Puede operar sobre propiedades globales (pendiente,
representaciones como totalidades. intercepto) en todos los registros.
Esquema (E) Coordinacion dindmica de todos los El estudiante elige registros con

registros. Seleccidn estratégica del
registro mas apropiado segun el
problema.

intencidn, articula argumentos que
cruzan registros, modela situaciones
nuevas sin apoyo de GeoGebra.

Nota. Elaboracion propia a partir de Duval (2004, 2006), Arnon et al. (2014) y Wondimuneh &
Ayele (2021).
Mediacion Tecnoldgica con el Software GeoGebra

GeoGebra actla en esta investigacion como un entorno tecnoldgico que hace posible la
articulacion dindmica entre TRRS y APOE. La capacidad de este software para representar
simultaneamente los registros algebraicos, grafico y tabular y de permitir la actualizacién de cada
representacion en tiempo real cuando se modifican parametros en cualquiera de ellas, crea las
condiciones para que los procesos de conversion sean observables y manipulables.
Investigaciones como la de Vargas & Garcia (2024) y la de Hernandez (2023) combinan
GeoGebra con la TRRS demostrando el caracter dinamico del software que resulta determinante

para que los estudiantes den significado a conceptos como funcion, ecuacion lineal y variacion.

Al trabajar desde la perspectiva de la TRRS, GeoGebra se convierte en un mediador
semidtico que permite visibilizar la coordinacion de registros, evidenciando en pantalla aquello
que el estudiante requiere interiorizar cognitivamente. La conversion pasa de ser un acto mental

no observable para convertirse en un evento verificable (Arteaga et al., 2024). Desde la
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perspectiva de APOE, GeoGebra crea las condiciones para que acciones como el calculo puntual
de valores y el trazado de rectas puedan ser interiorizadas en procesos y posteriormente
encapsuladas en objetos. Investigaciones en contextos similares al de esta propuesta han
demostrado que los estudiantes que trabajan con GeoGebra en el marco de una secuencia
didactica estructurada exhiben niveles mas altos de conceptualizacion que los que trabajan solo

con papel y lapiz (Mufioz et al., 2021; Wondimuneh & Ayele, 2021; Macias Tejena et al.,2025).

En esta investigacion se distinguen tres modalidades de uso de GeoGebra que se
corresponden con distintos momentos del desarrollo cognitivo de los estudiantes y con distintas

operaciones semidticas de la TRRS:

GeoGebra como verificador. El estudiante calcula en otro registro y usa GeoGebra
para confirmar su resultado. Corresponde a una estructura mental Accion o de transicion hacia

la estructura mental Proceso. La conversion es guiada externamente.

GeoGebra como explorador. El estudiante modifica parametros y observa efectos en
tiempo real, descubriendo relaciones entre registros de manera autonoma. Corresponde a una
estructura mental Proceso en construccion. La conversion se internaliza progresivamente

(Vargas & Garcia, 2024).

GeoGebra como andamiaje. La coordinacion de registros ocurre con apoyo de
GeoGebra, pero no se sostiene sin la herramienta. Esta modalidad es el principal indicador de
que el proceso de encapsulacion ain no se ha completado y permite identificar la brecha entre la

estructura mental Proceso y la estructura mental Objeto. (Wondimuneh & Ayele, 2021).

La inteligencia artificial como mediador secundario para el registro verbal
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En el disefio de las secuencias didacticas se incorpora el uso de ChatGPT como
herramienta de mediacion secundaria para el registro verbal. Desde la teoria de la
instrumentacion desarrollada por Rabardel (1995) y retomada por Artigue (2002, ChatGPT se
utiliza en esta investigacién como un mediador de apoyo que actia como un interlocutor
instrumental que devuelve al estudiante una valoracion de la precisién semidética de su lenguaje
matematico, exigiendo que sea el propio estudiante quien reformule y tome decisiones sobre su

explicacion.

La investigacion reciente ha documentado que el registro verbal ha sido subutilizado en
la ensefianza tradicional del algebra (Reyes-Santander et al., 2023; Arteaga et al., 2024), y que su
fortalecimiento requiere espacios de retroalimentacion que el docente no siempre puede proveer
de manera individualizada durante la clase. ChatGPT cumple aqui una funcion de andamiaje
verbal individualizado: formula preguntas orientadoras y sefiala imprecisiones sin proporcionar
la respuesta final, lo que es condicidn explicita de los prompts disefiados para cada sesion.
Cuando el estudiante escribe con sus palabras qué ocurre entre dos registros y recibe
retroalimentacion sobre la precision de esa descripcion, esta realizando exactamente el tipo de
reflexion sobre su propia accién que la teoria APOE identifica como mecanismo de

interiorizacion.

La funcién lineal

La funcion lineal f(x) = mx es un objeto matematico que segun lo expuesto por Duval
(2004) en la TRRS solo puede ser aprehendido a través de la coordinacidn de sus registros de
representacion. Cada parametro de la funcién aporta informacién que se asigna de forma
diferente entre los registros, lo que influye en que ningun registro por si solo sea suficiente para

comprender completamente el concepto. (Hernandez, 2023).



47

La pendiente m se manifiesta en el registro algebraico como un coeficiente, en el registro
grafico como la inclinacién de la recta y la razon de cambio vertical/horizontal, en el registro
tabular como la diferencia constante entre valores consecutivos de y para incrementos unitarios
de x y en el registro verbal como la tasa de variacion. Vargas & Garcia, (2024) sefialan que esta
multiplicidad de manifestaciones hace de la comprension de la pendiente uno de los indicadores

mas importantes para evaluar el nivel de coordinacion de registros alcanzado por el estudiante.

Las funciones afines como la ecuacion de larecta y = mx + b el intercepto b se
manifiesta en el registro algebraico como el término independiente, para el registro grafico se
identifica como el punto donde la recta corta al eje y, en el registro tabular corresponde al valor
deycuando x = 0y en el registro verbal representa el valor inicial de la relacion. Hernandez
(2023) sefiala que para estudiantes de noveno grado la identificacidn del intercepto en el registro
grafico y su conexion con el registro algebraico es relativamente dificil cuando la conversién no

€s congruente.

El Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN, 2016) sitta el aprendizaje de
las funciones lineales en el marco del pensamiento variacional, entendido como la capacidad de
analizar, representar y modelar situaciones de cambio y dependencia entre cantidades. Segun lo
expuesto por Mateus-Nieves & Moreno (2021) este tipo de pensamiento matematico no se
desarrolla mediante la manipulacion algebraica aislada, sino a traves de la experiencia con

situaciones que requieren reconocer y describir patrones de variacion en maltiples registros.

Tomando el punto de vista de la TRRS, Hernandez (2023) expone que el pensamiento
variacional hace énfasis en la capacidad de reconocer patrones de cambio en diferentes registros.

Para el caso de la funcién lineal se evidencia en la identificacién de constantes en una tabla, la
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comprension de la linealidad en la grafica y de la estructura algebraica mx como manifestaciones
de un mismo fendmeno de variacion proporcional. Desde la perspectiva de la teoria APOE,
cuando el estudiante puede aplicar el concepto de funcion lineal a situaciones nuevas y ha
construido una red conceptual articulada es valido afirmar que se ha alcanzado la estructura

mental Esquema.

Rodriguez-Nieto et al. (2024) manifiesta que al trabajar con estudiantes de bachillerato en
Colombia se encontrd que las actividades de laboratorio que involucraban maltiples
representaciones mejoraban significativamente la consolidacion del pensamiento variacional. Por
ello la integracion de GeoGebra como herramienta de visualizacion dindmica es pertinente, ya
que permite a los estudiantes explorar el efecto de cambios en los parametros de la funcion lineal
sobre sus distintas representaciones en tiempo real. Esta capacidad de observar la covariacion de
manera dinamica es un puente cognitivo fundamental entre la estructura mental Proceso y la

estructura mental Objeto de la teoria APOE (Wondimuneh & Ayele, 2021).
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Marco metodoldgico

Enfoque de la Investigacion

La presente investigacion se desarrolla desde un enfoque cualitativo de corte
interpretativo, dado que su objeto de estudio se centra en los procesos cognitivos que los
estudiantes construyen, modifican y expresan en torno a la funcion lineal durante su interaccion
con secuencias didacticas mediadas por GeoGebra. Esta perspectiva coincide con lo planteado
por Johnson & Christensen (2019), quienes resaltan la importancia de comprender cémo ocurren
dichos procesos, en qué momentos emergen, cdmo se transforman a lo largo de la intervencién y
que significados les atribuyen los propios estudiantes.

En coherencia con este enfoque, se asume que el aprendizaje constituye una construccion
de significados situada en un contexto social y cultural especifico. Por ello el analisis
desarrollado en esta propuesta no pretende generalizar los hallazgos a otras poblaciones, sino
comprender en profundidad la realidad del grupo de estudio: los estudiantes de grado noveno del
Centro de Educacion El Recreo, quienes enfrentan dificultades concretas para coordinar los
registros de representacién semiética de la funcion lineal.

La investigacion emplea la TRRS y la teoria APOE como marcos de referencia
conceptual, transformandolos en dispositivos analiticos operativos que guian que observar, qué
preguntar y como interpretar lo que los estudiantes hacen. Cada accion observable de un
estudiante se lee desde dos planos complementarios simultaneos:

Desde el plano semidtico se plantean preguntas como ¢Qué tipo de transformacion entre
registros esté realizando? ¢Es una conversion o un tratamiento? ¢(Es congruente o no
congruente?, mientras desde el plano cognitivo se cuestiona ¢En qué estructura mental se

encuentra el estudiante cuando realiza esa operacion? Esta doble lectura simultanea produce
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interpretaciones que ninguno de los dos marcos podria generar por separado y constituye el

aporte metodoldgico central de esta investigacion

Disefio Metodoldgico

El estudio se desarroll6 en torno al modelo de investigacion accion educativa (IAE), que
se caracteriza por integrar de manera la reflexion y la accion en el contexto del aula. Este
enfoque permite al docente-investigador identificar una problematica, disefiar una intervencion
pedagogica, implementarla y analizar sus efectos con el propdsito de mejorar la practica
educativa (Bancayan & Vega, 2020).

La eleccion de este disefio metodoldgico responde a la necesidad de comprender las
dificultades que presentan los estudiantes en el aprendizaje de las funciones lineales y de generar
transformaciones en las practicas docentes mediante la implementacion de estrategias didacticas
fundamentadas teéricamente. En este sentido, la investigacion se concibe como un proceso
ciclico, dinamico y reflexivo, en el cual cada fase retroalimenta la siguiente, favoreciendo la
mejora continua de la ensefianza. (Elliott, 2015).

Para el desarrollo de la propuesta se definieron tres momentos que coinciden con los tres
objetivos especificos del estudio, afiadiendo un criterio especifico para cada momento desde la

perspectiva de analisis TRRS-APOE:

Tabla 2
Momentos del modelo IAE para la propuesta

Momento Objetivo especifico Pregunta TRRS Pregunta APOE
¢En qué estructura

Caracterizar las ¢Qué conversiones logra
. S ; mental APOE opera el
Momento 1 dificultades iniciales en o falla el estudiante? .
o , estudiante con la
Diagndstico  los procesos de ¢Son congruentes 0 no

funcién lineal antes de

conversion y tratamiento. congruentes? . L
la intervencion?
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- ;Queé patrones de ;Que evidencias de

Describir los procesos de “Q. P ?Q L

Momento 2 ., . dificultad, interiorizacion,
L conversion y tratamiento ., "
Intervencion . transformacion y encapsulacion o
) durante las secuencias L, N
reflexiva didacticas coordinacién emergen coordinacién entre
' por sesidn y por registro? procesos se producen?
¢ Qué estudiantes
¢Qué conversiones que  avanzaron respecto a

Interpretar las
Momento 3 antes fallaban ahora son  la estructura mental

transformaciones al
Interpretacion exitosas? ¢Cambid la APOE? ;Qué

finalizar la intervencion.
congruencia dominante? mecanismos se

activaron?

Aunque el disefio general de esta investigacion se encuentra alineado con la
Investigacion-Accion Educativa (IAE), para el momento de intervencidn reflexiva se plante6 la
implementacién de secuencias didacticas mediadas por Geogebra, por tanto para el disefio y
analisis de dichas secuencias se retoman herramientas de la Ingenieria Did&ctica (Artigue, 1992),
particularmente el andlisis a priori, que se entiende como la anticipacion sistematica de las
variables didacticas relevantes, los obstaculos semioticos y cognitivos previsibles, y las posibles

producciones de los estudiantes antes de cada sesion.

Esta articulacion no es una contradiccion metodoldgica, sino una uso complementario y
funcional de las herramientas con que cuentan los investigadores. La IAE aporta la estructura del
proceso investigativo definiendo quién investiga, desde qué posicién, con qué ciclo reflexivo y
con qué propdsito transformador de la practica pedagogica, mientras que los elementos de la

Ingenieria Didactica aportan solidez en la estructuracion y analisis de las secuencias, afiadiendo
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criterios explicitos y tedricamente fundamentados para observar, documentar e interpretar lo que

ocurre durante la intervencion.

Al respecto Elliott (2015) sefiala que una IAE de calidad no improvisa sobre la practica
sino que parte de hipotesis tedricamente sustentadas que se contrastan y refinan a lo largo del
ciclo reflexivo. Por ello el anélisis a priori desarrollado para las secuencias didacticas no
sustituye el ciclo de la IAE, sino que lo fundamenta, convirtiendo cada sesion en un momento de
verificacion, ajuste y reflexion sobre decisiones de disefio que fueron anticipadas y justificadas

antes de la implementacion.
Alcance de la Investigacion

El alcance del estudio es de tipo descriptivo e interpretativo. El caracter descriptivo
permite identificar y caracterizar las dificultades que presentan los estudiantes en la comprension
del concepto de funcién lineal, particularmente en los procesos de tratamiento y conversion entre

registros de representacion semioética.

El componente interpretativo facilita el analisis de los cambios que se generan en los
estudiantes a partir de la implementacion de la propuesta didactica, comprendiendo como
evolucionan sus formas de representar, interpretar y relacionar los diferentes registros. Este tipo
de alcance es pertinente porque permite tanto describir las dificultades observadas como

comprender los factores que las producen dentro de un mismo proceso investigativo.
Contexto del Estudio

El Centro de Educacion El Recreo es una institucion de caracter privado ubicada en la
ciudad de Cartagena, departamento de Bolivar, que ofrece los niveles de basica primaria, basica
secundaria y media vocacional. Atiende una poblacién estudiantil proveniente de sectores

socioecondmicos diversos, con predominio de los estratos 2 y 3. En relacion con el acceso a
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recursos tecnologicos, la institucion cuenta con una sala de informatica equipada con
computadores de escritorio y conexion a internet, disponible para el desarrollo de clases con
mediacion tecnoldgica; sin embargo, la mayoria de los estudiantes no dispone de acceso regular
a dispositivos ni a conectividad fuera del horario escolar, lo que delimita la implementacion de

actividades con GeoGebra al espacio del aula.

En el &rea de matematicas, el investigador principal, en su rol de docente titular del grupo
de estudio, ha documentado mediante observacion sistematica del aula que las practicas
pedagogicas predominantes priorizan el registro algebraico de manera aislada: los estudiantes
trabajan con la expresién y = mx + b como un algoritmo sin articularlo con la representacion
grafica ni con situaciones de variacién en contexto real. Esta observacion coincide con los
resultados obtenidos en evaluaciones internas de la institucion en el componente de pensamiento
variacional. La identificacion de este patrén pedagdgico constituye el punto de partida del ciclo
de IAE y justifica la necesidad de una intervencion didactica estructurada (Kemmis &

McTaggart, 1988).

La investigacion es desarrollada por dos investigadores con roles diferenciados y
complementarios. El investigador principal es el docente titular del grupo de estudio, quien
disefia e implementa las secuencias didacticas y lleva el registro sistematico de la practica a
través del diario de campo. Su papel como docente del grupo garantiza la coherencia con el
principio central de la IAE, que exige que la reflexidn sobre la practica ocurra desde dentro de
ella (Elliott, 2015). El segundo investigador actia como observador externo apoyando las
observaciones y el registro de evidencia sin intervenir en el desarrollo de las actividades,
participando de manera imparcial en el proceso de analisis e interpretacion de los datos. Esta

estructura de equipo investigador se inscribe en la modalidad de IAE colaborativa, reconocida en
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la literatura cuando un docente-investigador trabaja con un coinvestigador externo que cumple
funciones de observador, triangulador y analista (Groundwater-Smith & Mockler, 2009). La
participacion del observador externo fortalece el rigor metodologico del estudio al permitir la
triangulacion de perspectivas interna y externa acerca de los mismos eventos pedagogicos,

reduciendo el riesgo de sesgo propio de la autoobservacion exclusiva.

Poblacion y Muestra

En la Investigacién-Accion Educativa, la seleccidn de participantes no sigue la l6gica del
muestreo estadistico. EIl objetivo no es la representatividad numérica sino comprender en
profundidad el contexto de una préactica pedagogica situada (Hernandez Sampieri et al., 2014). El
grupo de estudio en esta investigacion estad conformado por los 32 estudiantes de grado noveno
del Centro de Educacion El Recreo, con edades entre 13 y 15 afios, con quienes uno de los
investigadores desarrolla su practica docente regular. Este grupo no es una muestra extraida de
una poblacion mayor, sino el contexto donde se identifica el problema de investigacion y sobre el
cual se disefia, implementa y reflexiona durante la intervencién didactica. Todos los estudiantes
participan en la totalidad de las actividades, los instrumentos de diagndstico y la prueba final.

Incluir al grupo completo responde a un principio ético y pedagogico fundamental:
ningun estudiante puede quedar excluido del proceso de ensefianza. Sin embargo, la IAE exige
un seguimiento longitudinal detallado que no resulta viable para todos los participantes de forma
simultanea. Por ello se establecié una distincion metodoldgica entre la participacion del grupo y
el analisis de casos focales (Hernandez Sampieri et al., 2014).

A partir de los resultados de la prueba diagndstica, se seleccionaron 8 casos focales
mediante muestreo intencional por variacion maxima (Creswell & Poth, 2018), buscando cubrir

el rango mas amplio posible de perfiles semiotico-cognitivos dentro del grupo. EI numero se
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determind por saturacion informativa: los casos minimos necesarios para que cada perfil APOE
estuviera representado por al menos dos estudiantes, evitando que los patrones identificados
dependan de un caso individual, criterio coherente con investigaciones APOE en bachillerato de
alcance similar (Matindike & Makonye, 2023; Rachmawati, 2020). Esta distribucion permite
documentar trayectorias diferenciadas e identificar qué mecanismos de interiorizacion y
encapsulacién activan las secuencias didacticas segun el punto de partida de cada estudiante.

Estructura General del Disefio
El proceso investigativo se organiza en cinco fases que integran la estructura de la IAE con
los dispositivos analiticos TRRS-APOE.

Figura 2
Fases de la investigacion accién educativa a desarrollar

_\"u

<

» Diagnostico Inicial
Fase 1

* Disefio de la Propuesta Didactica
Fase 2

A\

» |Implementacién de las secuencias didacticas
Fase 3

= Evaluacion Final

&<

« Andlisis e interpretacion de resultados

Fase 5

AN

Fases de la Investigacion

Las fases se describen a continuaciéon de manera detallada.
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Fase 1. Diagndstico inicial

En la fase inicial se identifica la estructura mental en que operan los estudiantes respecto
al concepto de funcion lineal y su capacidad para representarlo en diversos registros de
representacion semidtica (grafico, algebraico, tabular y verbal). En esta fase se definen las

siguientes acciones clave:

e Aplicar una prueba diagndstica que requiere que el estudiante realice tratamientos y
conversion entre registros.

e Observacion de la interaccion de los estudiantes con los distintos registros (gréafico,
algebraico, tabular, verbal), identificando dificultades, fortalezas y tipos de estrategias
utilizadas para resolver situaciones desde el punto de vista semiotico y cognitivo.

e Construccion del perfil APOE-TRRS inicial y los patrones de dificultad del grupo
completo.

e Definir las estructuras mentales APOE en torno a los cuales se seleccionan los casos
focales.

Fase 2. Disefio de la propuesta didactica

A partir del diagnostico, se elaboran y validan las secuencias didacticas cuyo disefio esta
orientado por los obstaculos semidticos y cognitivos identificados en la Fase 1 y por la

descomposicion genetica de la funcion lineal propuesta en el marco teorico.

Acciones desarrolladas en esta fase:

e Disefio de tres secuencias didacticas que progresan desde conversiones congruentes hacia
conversiones no congruentes (TRRS) y desde actividades propias de la estructura mental

Accion hacia actividades que promuevan la interiorizacion y encapsulacion (APOE).
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e Incorporacion de GeoGebra como mediador semiético en tres modalidades graduadas:
verificador (estructura mental Accion), explorador (estructura mental Proceso) y andamiaje
en transicion (hacia la estructura mental Objeto).

e Disefio y validacion de los instrumentos de recoleccion de datos con doble codificacion

TRRS- APOE.

Fase 3. Implementacién de las secuencias didacticas

Se plantea desarrollar la intervencion en tres sesiones de clase de 120 minutos cada una.
En cada sesion se incorporan actividades mediadas por GeoGebra que permiten manipular
representaciones y observar en tiempo real los efectos de modificar pardmetros en una funcion

lineal. Las actividades por realizar en esta fase son:

e Resolucion guiada de actividades relacionadas con funciones lineales que requieren la
conversion entre registros.

e Uso de Geogebra de manera interactiva de manera individual o en grupos colaborativos
para interactuar simultdneamente con varios registros semioticos.

e Registro detallado de episodios semidticos relevantes dentro del diario de campo.

e Incorporacion de las reflexiones escritas de cierre como insumo directo del criterio de
metacognicion semiotica.

e Evaluacion del desemperio de los estudiantes a traves de una rubrica de sintesis TRRS -
APOE al finalizar cada sesion.

e Ajuste reflexivo entre sesiones: los hallazgos de cada sesion (documentados en el diario y

en la rabrica) orientan los énfasis de la sesion siguiente, cerrando el ciclo de la IAE.
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Fase 4. Evaluacion final

Finalizada la implementacion, se aplican instrumentos con un enfoque similar al de la
evaluacion diagnostica. La fase final integra la evaluacion de cierre con la sistematizacion de
datos y la interpretacion comprensiva, en coherencia con la logica de la IAE, donde la reflexion
acumulada en el diario de campo alimenta directamente la interpretacion. En esta fase se

desarrollan las siguientes actividades:

e Aplicacion de la prueba final, disefiada como un espejo de la prueba diagndstica, pero con
mayor exigencia.

e Recopilacion y organizacion de todas las evidencias del proceso.

e Revision de la conversacion de cierre documentada de la sesion 3, registrada en el diario de
campo como episodio final, para profundizar en las percepciones de los casos focales sobre

el aprendizaje.

Fase 5. Analisis e interpretacion de los datos

En esta fase se sistematizan los resultados de las fases 1, 3 y 4 a partir de las categorias de
analisis definidas. El proceso inicia con la articulacion entre los obstaculos semioticos y
cognitivos anticipados tedricamente y los datos de la prueba diagnostica, garantizando que la
lectura empirica esté orientada por el marco TRRS-APOE y no sea meramente descriptiva.
Posteriormente se analizan las observaciones del diario de campo sobre las secuencias didacticas
y la mediacion con GeoGebra, con énfasis en las trayectorias de los ocho casos focales. El

andlisis desde la doble perspectiva APOE-TRRS comprende las siguientes actividades:
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e Caodificacion semidtica abierta desde la TRRS: identificacion y clasificacion de todas las
transformaciones semidticas observadas. Descripcion especifica del tipo de error cuando
aparece.

e Caodificacion cognitiva desde la teoria APOE: asignacion de una estructura mental
provisional a cada episodio codificado. Documentacion especial de los momentos de
transicion entre estructuras mentales.

e Construccion de la Matriz APOE-TRRS por caso focal: representacion de la trayectoria
semiotico-cognitiva desde el diagnostico hasta la prueba final.

e Andlisis de patrones de grupo: convergencias, areas de resistencia, secuencias de
adquisicion.

Instrumentos de recoleccion de datos
La recoleccién de datos se realiza mediante cuatro instrumentos complementarios

disefiados para garantizar la triangulacién metodologica.

I1. Prueba diagndstica y prueba final

La prueba diagndstica se aplica antes de la intervencion y pretende caracterizar el estado
inicial de los procesos de conversion y tratamiento entre registros semioticos (plano TRRS) y
establecer la estructura mental APOE predominante en que opera cada estudiante respecto a la
funcion lineal. Cada item esté disefiado para activar una operacion semiotica especifica que
permita inferir la estructura cognitiva que desarrolla el estudiante. La prueba final replica esta
estructura con mayor nivel de exigencia, afiadiendo items de conversiones no congruentes,
modelacién verbal con ciclo completo y comparacion entre funciones. Su analisis es
fundamentalmente comparativo, para cada caso focal se contrasta el perfil APOE-TRRS inicial

con el perfil final, describiendo las transformaciones producidas.
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12. Diario de campo

El diario de campo es el instrumento que permite la observacion activa y el de mayor
riqueza analitica porque captura los procesos cognitivos y semioticos en el momento en que
ocurren. Tiene una estructura de triple registro: (a) registro semidtico (lente TRRS): narracion de
las transformaciones entre registros observadas en cada sesion, incluyendo direccion, resultado y
descripcion especifica del error cuando lo hay; (b) registro cognitivo APOE: valoracién
provisional de las estructura mentales evidenciadas en cada episodio relevante; y (c) registro
reflexivo-metodoldgico: reflexion sobre el funcionamiento de la secuencia didactica y los ajustes
requeridos para la siguiente sesion. Las producciones digitales de GeoGebra y los textos
revisados con inteligencia artificial se analizan como fuentes documentales dentro de este
registro, no como instrumentos independientes por lo que se describen, citan y analizan dentro

del registro semidtico de cada sesion.

I3. Rubrica de sintesis APOE-TRRS

La rabrica de sintesis es el instrumento que finalizar cada sesion integra en una sola tabla
la valoracion desde los dos lentes analiticos. Para cada categoria semidtica, establece niveles de
desempefio que corresponden directamente a las estructuras mentales APOE, descritos con
criterios observacionales concretos y ejemplos de evidencia. Su funcion es consolidar en una
valoracion graduada los patrones observados a lo largo de la sesion y producir un perfil por

sesion que permite rastrear la progresion de cada caso focal.
14. Conversacion de cierre documentada (Sesion 3)

La conversacion de cierre se realiza durante los Gltimos quince minutos de la Sesion 3 'y
tiene como proposito acceder a la metacognicion semidtica de los estudiantes mediante preguntas

directas sobre su experiencia con los registros de representacion: queé registro resulté mas dificil
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y por qué, de qué manera GeoGebra apoy0 la comprension y qué comprension construyeron que
antes no tenian. Se busca verificar si las interpretaciones de los investigadores corresponden a los
significados construidos por los estudiantes. La conversacion de cierre tiene la ventaja de ocurrir
dentro del espacio natural de la sesion y su registro se integra directamente en el diario de campo

como el episodio final de la Sesién 3.
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Anélisis Teorico Previo a la Intervencion

Este capitulo tiene como propdsito sistematizar los obstaculos semioticos y cognitivos
que la literatura académica y los antecedentes de investigacion permiten anticipar en estudiantes
de noveno grado que trabajan con el concepto de funcion lineal. Dichos obstaculos anticipados
se articulan con la prueba diagndstica aplicada al grupo de estudio, de modo que el analisis
empirico posterior sea una lectura orientada por categorias tedricamente fundamentadas.

Aunque suelen usarse como equivalentes, analisis a priori, analisis preliminar y analisis
previo a la intervencion designan operaciones distintas. El analisis a priori (Artigue, 1992) es
propio de la Ingenieria Didactica y se centra en anticipar variables didacticas, posibles
producciones de los estudiantes e indicadores de comparacion para una secuencia concreta antes
de implementarla. El andlisis preliminar revisa antecedentes y condiciones de ensefianza para
contextualizar el problema y justificar decisiones de disefio, pero no produce categorias
analiticas aplicables sobre los datos. El andlisis previo a la intervencion, propio de la IAE, va
mas alla: construye antes del trabajo de campo un marco interpretativo que incorpora evidencia
empirica disponible y genera categorias operacionalizadas que orientaran la lectura de los datos
durante y después de la intervencion

En esta investigacion se realizé el andlisis previo a la intervencion, combinando la
funcidn tedrica del analisis a priori solamente en el disefio de las secuencias con el objetivo de
anticipar categorias interpretativas y articularlas con el perfil real del grupo. Con esto se busca

que la lectura de los datos este teéricamente orientada y no sea simplemente descriptiva.



Categorias de analisis

Las cinco categorias de anélisis se definen a partir de la TRRS y la teoria APOE para

garantizar la coherencia entre el marco tedrico, el disefio metodoldgico y el proceso de analisis

de datos.

Tabla 3

Categorias de Analisis

Categoria

Subcategorias

Preguntas para el andlisis

C1: Conversién
entre registros

C2: Tratamiento
dentro del
registro

Ca3:
Coordinacion
mediada por
GeoGebra

C4: Registro
verbal como
articulador

C5:
Metacognicion
semidtica

Cla: Congruente
(correspondencia directa).
C1b: No congruente (ruptura
de orden, sentido o
cardinalidad).

Sin subcategorias.

C3a: Verificador. C3b:
Explorador. C3c: Andamiaje
(coordinacion no se sostiene
sin la herramienta).

Sin subcategorias.

Sin subcategorias.

¢En qué direccidn se producen los
errores? ¢ Son congruentes o no
congruentes? ¢ El patron persiste, se
transforma o desaparece tras la
intervencion?

¢El error ocurre al operar dentro del
registro o al pasar entre registros? ;Qué
tratamientos domina el estudiante y
cuéles le generan dificultad?

¢Queé tipo de uso hace el estudiante de
GeoGebra? ¢ La coordinacion lograda
con GeoGebra se mantiene en la prueba
final sin la herramienta?

¢El estudiante usa lenguaje matematico
preciso o cotidiano? ¢Sus explicaciones
articulan dos 0 mas registros? ¢La
mediacion de la 1A produce cambios
conceptuales o solo terminolégicos?

¢El estudiante puede identificar qué
registro le resulta mas dificil y explicar
por qué? ¢ Detecta inconsistencias entre
sus propias representaciones sin ayuda
externa?
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Situaciones semidticas anticipadas desde la TRRS

Como se ha mencionado anteriormente la Teoria de los Registros de Representacion
Semidtica (Duval, 1993, 2004, 2006) establece que la comprensién de un objeto matemaético
exige la coordinacion de al menos dos registros de representacion distintos. Sin embargo, al
realizar conversiones y tratamientos entre registros se presenta obstaculos especificos que la
investigacion ha documentado con consistencia. Considerando esta dinamica se identifican los

obstaculos més recurrentes en torno al concepto de funcion lineal para las categorias definidas.
Conversiones congruentes y no congruentes (C1)

Duval (2006) distingue entre conversiones congruentes es decir aquellas en que los
elementos del registro de partida se corresponden directamente y en el mismo orden con los del
registro destino y conversiones no congruentes, donde esa correspondencia directa no existe.

Para la funcidn lineal, las conversiones mas problematicas son sistematicamente no congruentes:

Grafico — Verbal. La inclinacién de una recta es una propiedad general y continua que
no tiene un equivalente Iéxico directo en el lenguaje natural. El estudiante debe construir una
metafora ("'sube", "cae", "es empinada") que luego debe abandonar para adoptar el término
técnico pendiente, con su carga algebraica. La no congruencia reside en que el registro grafico
codifica la pendiente como un angulo visual, mientras que el registro verbal la codifica como una

relacion entre dos magnitudes (4y/Ax). Esta brecha es el obstaculo central de la Sesion 1.

Verbal — Algebraico (modelacion contextual). Cuando un enunciado dice "un taxista
cobra $5.000 fijos mas $2.000 por kilémetro", el estudiante debe identificar cual cantidad es m
y cual es b. La no congruencia en este caso es estructural pues el orden en que aparecen los datos
en el enunciado verbal no corresponde al orden en que aparecen en la ecuacion y = mx + b.

Antecedentes como el trabajo de Hernandez (2023) muestran que la mayoria de los estudiantes
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invierte m y b en este tipo de tareas, tomando el valor constante como pendiente y la tasa de

cambio como intercepto.

Grafico — Algebraico (leer m y b). Identificar el intercepto b directamente sobre el eje
y, sin calcular, requiere que el estudiante trate la grafica como un objeto con propiedades
localizables y no como una coleccidn de puntos. El calculo punto a punto (estrategia usual en la
estructura mental Accidn) es el indicador mas claro de que esta conversion ain no ha sido

interiorizada.
Tratamiento algebraico (C2)

El tratamiento algebraico de la funcion lineal (operar dentro del registro algebraico para
calcular la pendiente, despejar variables o construir la tabla de valores) presenta un obstaculo
particular en la formulam = Ay/Ax. La investigacion reporta dos errores sistematicos: la
inversion del numerador y del denominador (escribir Ax/Ay), y el error de signo al trabajar con
coordenadas negativas (Hernandez, 2023). Ambos errores son indicadores inequivocos de que el
tratamiento algebraico opera en la estructura mental Accidn: el estudiante ejecuta pasos
memorizados sin comprender que m representa una razon de cambio, es decir, cuantas unidades

varia y por cada unidad que varia x.
Coordinacion mediada por Geogebra (C3)

Trabajos como el de Macias Tejena (2025) sobre el uso de software dindmico en el
aprendizaje de la funcién lineal muestra que GeoGebra puede cumplir roles cualitativamente
distintos segun la estructura mental donde opera el estudiante. En Accién, el estudiante usa el
software como verificador (C3a): primero hace el calculo manual y luego comprueba si la grafica
coincide. En la estructura mental Proceso, lo usa como explorador (C3b): manipula los

parametros para descubrir relaciones antes de formularlas algebraicamente. El riesgo
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documentado por la investigacion es el andamiaje dependiente (C3c): el estudiante logra la
coordinacion entre registros con GeoGebra, pero no puede sostenerla sin él, lo que indica que la

comprension no ha sido interiorizada sino apoyada externamente.
Registro verbal (C4)

El registro verbal matematico implica la capacidad de explicar en lenguaje preciso qué
ocurre entre dos registros, por ello resulta en algunos casos el mas complejo, pero a la vez el que
demuestra un nivel real de comprension. Un estudiante que puede decir "cuando m aumenta, la
recta se inclina mas porque m representa cuanto sube y por cada unidad que avanza x" esta
articulando los registros gréfico y algebraico a través del lenguaje y es un indicador de operacion
en estructuras mentales mas complejas como Proceso u Objeto. En esta investigacion, la
mediacion de la inteligencia artificial actia como interlocutor que devuelve al estudiante una
evaluacion de la precision de su lenguaje matematico. La distincion clave a observar es si la
revision con IA solo produce correccion de términos de forma superficial por ejemplo cuando el
estudiante sustituye "sube" por "pendiente positiva" sin cambiar su comprension o si se produce
reorganizacion conceptual, por ejemplo, cuando el estudiante reescribe la relacion entre los

parametros.
Metacognicion semiotica (C5)

La teoria APOE ubica la metacognicion como una capacidad propia de las estructuras
mentales Objeto y Esquema. Cuando el estudiante trata la funcion como un objeto con
propiedades puede reflexionar sobre su propio proceso de representacion y detectar
inconsistencias entre sus registros. En las estructuras mentales Accion y Proceso, la dificultad

con un registro se experimenta como un bloqueo "esto es muy dificil”, "no entiendo las

formulas”, sin que el estudiante pueda identificar con precision en que tipo de conversion falla ni
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por qué. La conversacion de cierre de la Sesion 3 (14) es el momento del disefio donde esta

capacidad metacognitiva se puede observar de forma mas clara.

Situaciones cognitivas anticipadas desde la teoria APOE

La teoria APOE (Dubinsky & McDonald, 2001; Arnon et al., 2014) describe el

aprendizaje de la funcion lineal como un proceso de construccion cognitiva que transita por

cuatro estructuras mentales: Accion (A), Proceso (P), Objeto (O) y Esquema (E). La

descomposicion genética de la funcion lineal para este estudio establece el siguiente conjunto de

construcciones cognitivas esperadas:

Tabla 4

Estructuras mentales esperados desde la Teoria APOE al trabajar con funciones lineales

Estructura Descripcion operacional para la Indicador observable
mental funcion lineal
APOE

Accién (A) El estudiante ejecuta procedimientos Calcula m sustituyendo en la formula

Proceso (P)

Objeto (O)

paso a paso siguiendo una instruccién
explicita. No puede anticipar el
resultado ni invertir el proceso.

El estudiante ha interiorizado el
procedimiento: puede anticipar
resultados, invertir el proceso y describir
la funcion como una transformacion de
entradas en salidas.

El estudiante trata la funcion lineal
como una entidad con propiedades.
Puede operar sobre ella: compararla con
otras funciones, identificar familias de
rectas, razonar sobre paralelismo y
perpendicularidad.

sin saber qué representa. Construye
la tabla item a item. No puede
graficar sin calcular todos los puntos.

Puede decir qué valor de y
corresponde a x= un valor dado sin
calcular. Identificamy b
visualmente desde la grafica. Puede
razonar por qué m esta en el
numerador.

Afirma "si m:=m: son paralelas" sin
necesidad de graficarlas. Puede
elegir entre funciones segln
criterios. Detecta inconsistencias
entre sus propios registros.
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Esquema El estudiante coordina la funcién lineal ~ Establece conexiones entre pendiente

(E) con otros objetos matematicos (sistemas y razén de proporcionalidad.
de ecuaciones, funciones cuadréticas, Transfiere el ciclo de registros a
proporcionalidad directa) en un esquema  situaciones nuevas sin apoyo
coherente y flexible. externo.

La investigacion previa en contextos colombianos de educacién secundaria (Rodriguez
Ramirez, 2022) sugiere que la mayoria de los estudiantes de noveno grado operan la funcion
lineal operando en la estructura mental Accion para la mayoria de las categorias semidticas. La
transicion hacia la estructura mental Proceso requiere especialmente la interiorizacién de la

férmula de m como razén de cambio y la identificacion directa de m y b desde la grafica sin

calcular punto a punto.
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Implementacion de la Intervencion Pedagdgica Mediada por GeoGebra
Este capitulo presenta el analisis de la intervencion pedagdgica implementada con
estudiantes de grado noveno del Centro de Educacion EI Recreo, en torno al aprendizaje de la
funcidn lineal. El analisis se articula en tres momentos: la prueba diagndstica, que caracteriza el
estado semiotico-cognitivo inicial de los estudiantes, las tres sesiones de intervencion didactica
mediadas por GeoGebra, que documentan la evolucion de los procesos de conversion y
tratamiento entre registros y la prueba final, que permite interpretar las transformaciones

producidas al término del proceso.

Prueba Diagnostica

El proposito de la prueba diagndstica (11) es producir el perfil semi6tico-cognitivo inicial
de cada estudiante, que sirve para desarrollar un disefio ajustado de las secuencias y como
referente comparativo para el analisis final. Con esta prueba se identifica la estructura mental
(APOE) en que se encuentran los estudiantes respecto a la comprensién de la funcion lineal y

detectar dificultades en el paso entre registros grafico, algebraico, numérico y verbal.
Estructura de la Prueba Diagnostica

La prueba diagnostica consta de cinco preguntas que cubren los principales procesos de
conversidn entre registros de manera progresiva: reconocimiento visual de la pendiente
(grafico—verbal), calculo de la pendiente desde dos puntos (numérico—algebraico),
identificacion de la ecuacion desde una grafica (grafico—algebraico), construccion de tablay
gréfica a partir de una ecuacion (algebraico—tabular—grafico) y, como tarea de mayor
exigencia, modelacion de una situacién cotidiana con funcion lineal e interpretacion contextual
de sus parametros (verbal—algebraico). La prueba completa y la rdbrica de valoracion

correspondiente pueden consultarse en el Apéndice A.
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Patrones de grupo anticipados y observados

Los patrones de error mas frecuentes que se espera encontrar en el desarrollo de la

evaluacion diagnostica son:

Tabla 5
Obstaculos anticipados para la prueba diagnostica

- Proceso TRRS . ) -
Item i Categoria Obstaculo anticipado

activado

Afi bal - . L

Preg. Gratico — Verba Confusion pendiente/verticalidad.

(efecto de men la Cla/Clb . . .
1 S Vocabulario exclusivamente cotidiano.

inclinacidn)
Pre Numérico = Inversion Ax/Ay. Error de signo con
2 v Algebraico (formula c2 coordenadas neyétivas ’

m = Ay/Ax) g '
Preg.  Grafico — Algebraico cib Calcular punto a punto en lugar de identificar
3 (leer my b sin calcular) b directamente en el gje y.

Bloqueo en el paso de tabla gréfico. Errores
Preg.  Algebraico — Tabular q P . .g -
) Cl1+C2 de escala. Puntos aislados sin percibir la
4 — Gréfico (cadena)
recta.

Preg.  Verbal — Algebraico C1b Inversion m/b: tomar el valor constante como
5 (modelacion contextual) pendiente.

Resultados prueba diagnostica

La prueba diagnostica fue aplicada al grupo completo de 32 estudiantes de grado noveno
del Centro de Educacion El Recreo, con una duracion de 60 minutos. Los resultados obtenidos
permiten contrastar los patrones de error anticipados con los patrones efectivamente observados

en el grupo como primer resultado empirico de la investigacion.
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Figura 3
Desarrollo de la Evaluacion Diagnostica

En la Pregunta 1 (Conversion de Grafico — Verbal, Cla), la gran mayoria de los
estudiantes identificd correctamente la recta con pendiente negativa, seleccionando la opcion C.
Sin embargo, el registro del diario de campo y las producciones escritas evidencian que esta
identificacion se realiz6 con base en descripciones intuitivas: “es la que baja”, “es la que baja

de izquierda a derecha” sin articulacion con el concepto formal de pendiente ni con su expresion

algebraica.

Figura 4
Cita textual adjunta del E8 en la preguntal

A) | Una recta que sube de izquierda a derecha.

B) | Una recta completamente horizontal.
@) | Una recta que baja de izquierda a derecha. @ \Q) OO fft—)v::‘

D) | Una recta completamente vertical.

Este patron confirma plenamente el obstaculo anticipado: la conversion Grafico —
Verbal opera en el grupo desde una codificacion visual-intuitiva que no moviliza el lenguaje
matematico. En términos APOE, la respuesta correcta en este item no implica estar en la
estructura mental Proceso: el estudiante reconoce la direccion de la recta como una propiedad

perceptual, sin acceder al parametro m como razon de cambio. Este item permitio hacer la
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distincion entre quienes describieron el fendmeno en lenguaje completamente cotidiano
(estructura mental Accion en C1) y quienes incorporaron términos semitécnicos, aungue sin

precision formal.

En la Pregunta 2 (Conversion de Numérico — Algebraico, C2), la mayoria de los
estudiantes selecciond la opcion correcta (m = 2). A pesar de ello en las producciones escritas de
los estudiantes se revela una heterogeneidad significativa: algunos estudiantes aplicaron
correctamente la formulam = Ay/Ax, mientras que otros presentaron inversiones del
numerador y el denominador o errores de signo al trabajar con las coordenadas. Este resultado
confirma el obstaculo anticipado para la categoria C2: el tratamiento algebraico dentro del
registro numérico-algebraico opera frecuentemente en la estructura mental Accion, con
aplicacién mecanica de la férmula sin comprension de qué representa la razén Ay /Ax. Aunque el
resultado final coincide con la respuesta correcta no implica, que exista una comprension real del
Proceso pues en varios casos se tratd de una seleccion por descarte o por verificacion numérica

parcial.

Figura 5
Desarrollo y operaciones del E2 a la pregunta 2

Pregunta 2. ;Cudl es la pendiente de la recta que pasa por los puntos A % 5)yB (6, 13)?
A)
| B
| ©
| D) |

I
w

]
N

B|B|B B
Jl‘\.

Nota: El estudiante selecciona la respuesta correcta, sin embargo, en sus producciones
escritas se evidencia inversion de x y y en la formula de la pendiente
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En la Pregunta 3 (Conversion de Grafico — Algebraico, C1b), la mayoria de los
estudiantes identificé correctamente la ecuacion y = 3x — 2. La estrategia predominante,
documentada en las producciones escritas y en el diario de campo, consistio en sustituir los
puntos visibles de la gréafica en cada una de las opciones hasta encontrar la que resultaba valida.
Esta estrategia conduce al resultado correcto, pero indica que la mayoria se encuentran en la
estructura mental Accion en la categoria C1b. Los estudiantes no leen directamente los
parametros m y b desde la grafica como propiedades del objeto funcion lineal, sino que acuden a
la verificacion punto a punto, que es el tipo de operacién que la teoria APOE describe como
caracteristica de la estructura mental Accion. Se confirma el obstaculo anticipado para C1b: la
conversion no congruente Grafico — Algebraico no se realizé por identificacion directa de

m y b, sino por tanteo operativo dentro del registro algebraico.

ES5: “reemplazé los puntos A y B para ver cuanto daba”

Figura 6
Desarrollo de la pregunta 3 E5

Pregunta 3. A partir de la observacion de la siguiente gréafica, ;Cudl es su ecuacién
algebraica?

En la Pregunta 4 (Conversion de Algebraico — Tabular — Grafico, cadena C1+C2), la
mayoria de los estudiantes logro construir la tabla de valores correctamente, sustituyendo los

valores de x en la expresion f(x) = 2x + 1.



Figura7
Desarrollo de la pregunta 4 E7

| Pregunta 4. Dada la funcién f(x) = 2x + 1, calcula los valores de f(x) para x € {-2,-1,0, 1,2,
3} y organizalos en una tabla. Con los valores de la tabla, traza la gréafica de la funcién en la
hoja cuadriculada, rotula los ejes y seifiala el punto donde la recta corta el eje y.

<

A pesar de esto, la transicion hacia la representacion gréfica evidencio que algunos
estudiantes graficaron Gnicamente dos puntos de los seis calculados, sin percibir la recta como
una totalidad continua. Otros cometieron errores de escala en los ejes o ubicaron los puntos de

manera aislada sin trazar la recta. Estas situaciones confirman lo sefialado en la anticipacion
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tedrica: el tratamiento en cadena opera de manera mecéanica (sustitucion item a item), sin que el

estudiante anticipe la forma global de la funcién antes de completar la tabla. La recta como

objeto con sentido global no ha sido ain encapsulada.

La Pregunta 5 (Conversion Verbal — Algebraico, modelacion contextual, C1b) produjo

el obstaculo mas generalizado de todo el diagndstico. La gran mayoria de los estudiantes no

logro plantear la ecuacion que modelaba la situacién del alquiler de bicicletas, y una proporcién
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considerable omitié el item completamente o escribi6 respuestas como “no sé como se hace”,

“no sé”” o “Profe no entendi”.
E5: “no entendi el problema”

Figura 8
Desarrollo pregunta 5 E7

Pregunta S. Una empresa de alquiler de bicicletas cobra un costo fijo de $5.000 y $2.000
adicionales por cada hora de uso. Escribe la ecuacion que modela el costo total C segtin las
horas h de uso, identifica cual es la pendiente y cudl es el intercepto, y calcula cudnto costaria
alquilar la bicicleta por 3 horas y por 5 horas.

P

N

Este bloqueo confirma el obstaculo anticipado para la conversion Verbal — Algebraico:
los estudiantes no logran identificar en el enunciado cual cantidad corresponde a la pendiente
(tasa de cambio, $2.000 por hora) y cual al intercepto (costo fijo, $5.000). La dificultad radica en
que la modelacién verbal exige una articulacion entre registros que no es viable en la estructura
mental Accién. A diferencia de los items anteriores, aqui no existe posibilidad de recurrir a la

sustitucion o el tanteo para llegar a la respuesta.

La comparacion entre los patrones anticipados y los observados es bastante consistente.
Los tres obstaculos anticipados como relevantes se confirman empiricamente. En C1, la
inversion m/b en la modelacion verbal se verifico en la totalidad de los estudiantes que
intentaron P5 con algun tipo de respuesta, y la estrategia de calculo punto a punto (en lugar de
lectura directa de m y b) fue la dominante en P3. En C2, los errores en la sustitucion dentro de la
férmula de la pendiente se presentaron en una proporcion significativa del grupo, aunque la

correccion del resultado en muchos casos (por seleccion entre opciones) encubre la dificultad
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subyacente. En C3, la ausencia de GeoGebra en la sesion diagndstica impide la observacion
directa de este patron, pero las estrategias de resolucién documentadas (calculo previo sin
visualizacion dinamica) son coherentes con el uso verificador que la literatura anticipa para

estudiantes en la estructura mental Accidn o en transicién hacia la estructura mental Proceso.

La diferencia més significativa con respecto a lo anticipado es la magnitud del bloqueo en
P5, pues, aunque el analisis previo permitia anticipar dificultad en la modelacién verbal, no se
esperaba una omision casi total del item por parte del grupo. revela que la ruptura entre el
registro verbal y el algebraico es ain méas profunda de lo que los antecedentes sugerian para
grupos con este perfil. Este hallazgo tiene implicaciones directas para el disefio de la Sesién 2,
que debera contemplar una secuencia de andamiaje progresivo antes de exigir la modelacion

verbal auténoma.

Seleccidn y caracterizacién de casos focales

Los resultados de la prueba diagnoéstica revelaron un panorama de dificultades que resultd
coherente con lo anticipado en el analisis tedrico previo a la intervencién. A nivel de la TRRS,
los estudiantes mostraron una tendencia generalizada a operar comodamente dentro del registro
algebraico, pero evidenciaron obstaculos marcados ante conversiones que involucraban el
registro grafico o el registro verbal, especialmente cuando estas conversiones eran no
congruentes, es decir, cuando el orden o la naturaleza de los elementos no se preservaba entre el

registro de partida y el registro destino (Duval, 2006).

En términos de la teoria APOE, la mayoria de los estudiantes ejecutaban procedimientos
algoritmicos sobre la funcion lineal como calcular la pendiente o sustituir valores en una

expresion algebraica, sin haber interiorizado el proceso subyacente ni encapsulado la funcion
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como un objeto cognitivo sobre el cual pudieran operar con flexibilidad (Arnon et al., 2014). La
valoracion de las producciones de los 32 estudiantes mediante la Rubrica de la Prueba
Diagnostica (Apéndice A) revel6 un perfil grupal homogéneo ubicado en su mayoria en la
estructura mental Accidn en todas o casi todas las categorias semidéticas (C1 a C5), con s6lo
algunos casos de estudiantes que muestran indicios transicién hacia la estructura mental Proceso
y s6lo un caso evidenciado de Proceso emergente o P no consolidado en algunas categorias, lo
que confirma que el grupo en su mayoria opera con la funcion lineal como un conjunto de
procedimientos ejecutables bajo instruccidn explicita, sin evidencia de interiorizacion profunda

del proceso ni de encapsulacion de la funcion como objeto cognitivo.

Considerando estos resultados se realizd la seleccion de ocho casos focales mediante un
muestreo intencional de variacion méaxima (Creswell y Poth, 2018), que se identificaron como
EF1 a EF8. Dado que casi la totalidad del grupo se ubica en la estructura mental Accion o en
estructuras mentales cercanas ésta, los perfiles de analisis no pueden definirse estrictamente por
las estructuras mentales APOE tradicionales, sino que el analisis debe orientarse por los indicios
de transicion observados en cada categoria semidtica (C1 a C5). Este criterio es coherente con lo
que la teoria APOE denomina estructura mental en transicién (Arnon et al., 2014). Esta
transicion se observa como un proceso gradual en el que los indicios de interiorizacion aparecen

de manera desigual en distintas categorias antes de consolidarse en la estructura mental siguiente.

La caracterizacion de los ocho casos focales permitio identificar tres estructuras mentales

en las que operan los estudiantes del grado noveno del Centro de Educacion El Recreo:
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Tabla 6
Estructuras mentales asignadas a los casos focales seleccionados
Estructura Mental Estudiantes Focales
Accidn (A) consolidada EF1, EF2y EF8
Accion (A) en transicidn hacia Proceso
EF3, EF4, EF5y EF7
(P)
Proceso (P) emergente EF6

Estructura Mental A consolidado (EF1, EF2, EF8). Los estudiantes operan
exclusivamente desde la percepcion visual directa, sin acceder a la formalizacion algebraica ni
numeérica. Identifican la direccion de una recta en la gréfica, pero su descripcion se limita al
lenguaje cotidiano (“sube™, "baja™) y no logran articular los registros entre si. La modelacion
contextual es completamente inaccesible, como lo evidencia las respuestas encontradas en la

pregunta 5. No hay reflexion sobre el propio proceso ni uso de terminologia matematica.

Estructura Mental A en transicién hacia P (EF3, EF4, EF5y EF7). Estos estudiantes
han comenzado a operar dentro de los registros de representacién, especialmente en el numérico
y algebraico, pero su coordinacion entre registros sigue siendo fragil. Aplican la formula de la
pendiente en casos simples y construyen tablas de valores con pocos errores, pero la conversion
desde el lenguaje verbal a la ecuacién algebraica permanece bloqueada y el lenguaje matematico

todavia no aparece de forma espontéanea.

Estructura Mental P emergente (EF6). Este estudiante comienza a establecer
relaciones estructurales entre registros, mas alla de la percepcion visual. Anticipan que con dos o
mas puntos de la tabla pueden construir un grafico, lo que revela un primer control consciente
sobre la conversion grafico — algebraico. La modelacion contextual sigue siendo una barrera,

pero la aproximacion a las tareas es cualitativamente mas reflexiva.



La tabla siguiente resume los rasgos diferenciadores de cada estructura mental en las

cinco categorias de analisis.

Tabla 7

Rasgos caracteristicos en cada estructura mental APOE establecido para la investigacion
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Categoria

A consolidada
(EF1, EF2, EF8)

A en transicion (EF3,
EF4, EF5, EF7)

P emergente (EF6)

C1 Conversion

C2 Tratamiento

C3 GeoGebra

C4 Verbal

C5
Metacognicion

Identifica direccién
visual. Sin lenguaje
matematico.

No aplica formula
o la aplica con
errores graves.

Sin uso digital.
Representacion
intuitiva.

Lenguaje cotidiano
exclusivo.

Sin reflexién sobre
el proceso.

Intuye relacion
inclinacion-pendiente.
Conversion parcial.

Aplica formula en
casos simples; errores
de signo.

Sin uso digital.
Representacion manual
bésica.

Lenguaje cotidiano; no
articula registros.

Sin reflexion
espontanea.

Relaciona pendiente
condy/Ax.Leemyb
desde la gréfica.

Aplica correctamente.
Anticipa forma de la
recta.

Sin uso digital.
Representacion manual
de mejor calidad.

Inicia uso de términos
matematicos.

Reflexion limitada

(reconoce dificultades).

El progreso entre estructuras mentales no es lineal ni homogéneo para todas las

categorias. C3 (GeoGebra) permanece en la estructura mental A para todos los estudiantes, dada

la ausencia de herramientas digitales durante la aplicacion de la prueba diagnostica. Las

diferencias mas significativas entre estructuras mentales se concentran en C1y C2.

Las actividades propuestas se seguiran realizando para el grupo total de 32 estudiantes

del grado noveno del Centro Educativo El Recreo, aclarando que para el analisis propuesto se

documentara el seguimiento longitudinal a lo largo de las tres sesiones y la prueba final
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Unicamente para los 8 casos focales, constituyéndose en elementos centrales del analisis de

resultados de esta investigacion.

Implicaciones del Analisis de la Prueba Diagndstica para el Disefio de las Secuencias
Didacticas

El anélisis previo a la intervencidn es el mecanismo concreto que hace de la IAE un
disefio orientado por la evidencia. Los obstaculos identificados desde el punto de vista semidtico
y los identificados desde el punto de vista de construccidn cognitiva se contrastan con el perfil
diagndstico para generar ajustes de disefio especificos para las tres sesiones. Las siguientes

implicaciones son directamente derivables de esta comparacion:

« Parala Sesion 1. EI mayor énfasis debe estar en la construccion del vinculo entre el
namero my la percepcion visual de la inclinacion (C1b, C3b). como el diagnostico
confirma que la mayoria de los estudiantes opera en la estructura mental Accién en C1, la

actividad del deslizador debe introducirse antes del calculo algebraico, no después.

+ Parala Sesion 2. La férmula de m debe trabajarse como razon de cambio interpretable
(estructura mental P) antes de exigir la modelacién verbal (C1b alta dificultad). Como el
diagnostico muestro dificultad es en la pregunta P2 (inversion 4Ax/Ay), la Sesion 2 debe

incluir una actividad explicita de razonamiento sobre por qué Ay esta en el numerador.

+ Parala Sesion 3. El ciclo completo de registros y el paralelismo exigen que la mayoria de
los estudiantes haya alcanzado al menos la estructura mental de transicion A—»P en Cl y
C2. Si en el desarrollo de las Sesiones 1y 2 no se perciben avances en los estudiantes que
estan en la estructura mental A consolidado, la Sesién 3 debe ajustar su nivel de exigencia

inicial.
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La siguiente tabla condensa la informacidn general de las sesiones a implementar durante

la intervencion pedagogica:

Tabla 8
Estructura de cada Sesion
Sesion Contenido central (TRRYS) Foco cognitivo Modalidad de
(APOE) GeoGebra
Sesion 1 Grafico < Verbal (efecto Identificacién de la GeoGebra como
Exploraciéon  de m). Grafico — Numérico estructura mental explorador: applet del
graficae — Algebraico (calculo de inicial (A ciclista + manipulacion
inclinacion m = Ay/Ax). predominante). libre de rectas.
Primeras indicaciones
de interiorizacion.
Sesion 2 Numérico — Algebraico Transicion A — P: GeoGebra como
De los (férmula de m). Algebraico  formula de m como verificador y
puntosala <« Grafico (deslizadores). proceso, N0 Como explorador.
ecuacion Verbal — Algebraico algoritmo. Primera Deslizadores para la
formal (modelacion contextual). modelacién verbal. rectay = mx + b.
Sesioén 3 Ciclo completo: Verbal —  Primeras evidencias GeoGebra como
Modelacion  Numérico — Algebraico —  de estructura mental andamiaje en
y ciclo Gréfico. Paralelismo y O (funcién como transicion: verificar si
completo perpendicularidad. entidad). la coordinacion se
Metacognicién sostiene sin él.
semiotica.

Sesion 1: Exploracién Grafica y Construccion de la Nocién de Pendiente

El proposito de esta sesidn es construir la idea de pendiente como inclinacion y razon de

cambio, vinculando visualmente el valor de m con el comportamiento de la recta.

Estructura de la Sesiéon 1

La sesidn se estructura en torno a la exploracion dindmica con GeoGebra, mediante la

cual los estudiantes trazan rectas libremente, calculan la pendiente usando la razon Ay/Ax e
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identifican los cuatro tipos de pendiente: positiva, negativa, cero e indefinida. A partir de esa
exploracion, elaboran una explicacion escrita sobre el significado de "mas inclinada” y la revisan
con apoyo de inteligencia artificial para ajustar la precision del lenguaje matematico. Las
actividades priorizan las conversiones del registro grafico al verbal y constituyen el primer
acercamiento exploratorio de los estudiantes al software. La secuencia didactica desarrollada en
la sesion 1y su rubrica de valoracion pueden consultarse en el Apéndice B.
Andlisis a priori

Objetivo didactico de la sesion. Iniciar la construccién del vinculo entre la
representacion grafica de la funcion lineal y su expresion algebraica, con énfasis en la percepcion

visual de la pendiente (Cla, C1b) y el primer uso exploratorio de GeoGebra (C3b).

Variables didacticas. Tipo de rectas presentadas (pendiente positiva, pendiente negativa,
pendiente cero, pendiente indefinida), magnitud de la pendiente, uso libre/guiado de GeoGebra y

uso de IA como mediador verbal.

Andlisis tedrico. Desde la perspectiva de Raymond Duval, la comprensién inicial de la
funcion lineal exige coordinar el registro gréafico con el verbal y numérico, superando
interpretaciones puramente perceptivas de la inclinacion. En términos APOE, se espera
predominio de la estructura mental Accion, donde el estudiante reconoce cambios visibles, pero
aun no interioriza la pendiente como razon de cambio. El uso de GeoGebra se incorpora como

mediador para favorecer esa transicion inicial hacia procesos de interiorizacion.

Obstaculo anticipado prioritario. La conversion Grafico— Verbal no congruente (Cla):
el estudiante codifica la pendiente como angulo visual y no como razon Ay /Ax. Se espera

I Y

vocabulario cotidiano (“sube”, “es inclinada”) sin articulacion con el parametro m.
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Ajustes derivados del diagndstico. El diagnostico confirmé que la mayoria del grupo
opera en la estructura mental Accion en C1, por tanto, la actividad del deslizador de GeoGebra se
introducira antes del calculo algebraico de m, no después. La mediacion con IA en C4 se activara

en esta sesion sélo si el vocabulario producido por los estudiantes muestra blogueo total.

Indicador de avance esperado al cierre de la sesion. Los casos focales en transicion
A—P logra identificar visualmente el efecto de m sin necesidad de calcular punto a punto; al
menos un caso focal en la estructura mental P emergente articula la razon 4y /Ax en lenguaje

verbal.

Contexto y Desarrollo de la Sesion 1

El inicio de la sesion se vio afectado por dificultades técnicas de conectividad que
generaron un retraso de aproximadamente diez minutos. Esta condicion incidié en la disposicion
inicial de los estudiantes y limitaron el tiempo efectivo de exploracién con el software. Superado
el inconveniente, los estudiantes comenzaron a interactuar con el applet del ciclista, disefiado
para que observaran como el desplazamiento de un deslizador que controlaba el valor de m

producia cambios visibles en la inclinacion de la trayectoria representada graficamente.

Figura 9
Applet del ciclista
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La sesion estuvo organizada en tres momentos articulados. EI primero consistio en la
exploracion libre del applet del ciclista, donde los estudiantes debian manipular el deslizador m y
registrar verbalmente lo que observaban. EI segundo momento implicé la construccion de rectas
en GeoGebra, con la tarea de trazar rectas de distinta inclinacion y calcular Ay y Ax desde la
cuadricula para llegar al cociente m = Ay/Ax. El tercer momento fue de sintesis verbal
mediada por inteligencia artificial, en el que los estudiantes debian formular en sus propias
palabras qué es la pendiente y recibir retroalimentacion de la I A sobre la precision matemaética de

su explicacion.

Episodios Semioticos Relevantes y Analisis TRRS-APOE en la Sesion 1

El andlisis del diario de campo de la sesion 1 permite identificar seis episodios semi6ticos
significativos que iluminan distintas dimensiones del proceso de aprendizaje de los ocho casos
focales. Estos episodios son el ndcleo del analisis cualitativo de la sesion y se leen a partir de las

categorias de analisis TRRS-APOE.

El primer episodio involucré a EF1 y EF8, quienes no lograban ubicar el deslizador m en
el applet. Este bloqueo instrumental (C3a) les impidio inicialmente acceder al objeto matematico
que se pretendia explorar, por lo que su interaccion con GeoGebra en este momento fue de tipo
puramente instrumental, sin interpretacion del valor de m ni de su relacion con la inclinacién de
la recta. Desde la perspectiva APOE, este episodio es coherente con la estructura mental A
inicial: el estudiante requiere de instruccion explicita para ejecutar cada paso y no puede

anticipar el efecto de su accién sobre la representacion grafica.

El segundo episodio, protagonizado por EF2, EF4 y EF7, evidencio una conversion
congruente entre el registro grafico y el registro verbal (C1a), aunque limitada al lenguaje

cotidiano. Los estudiantes identificaron que al aumentar m la recta "sube mas rapido", pero no
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lograron explicar por qué ocurria ese efecto ni vincularlo con el cociente Ay /Ax. Este resultado
es consistente con una transicion incipiente de la estructura mental A hacia la estructura mental
P: la regularidad es reconocida, pero el proceso subyacente no ha sido interiorizado. La cita de
EF7 "La pendiente es horizontal” registrada en este momento refleja la persistencia de
concepciones erroneas que el lenguaje cotidiano no permite superar sin una intervencion

didactica que fuerce el transito hacia el lenguaje matematico formal.

Figura 10
Reflexiones del EF7 respecto a la actividad con el applet del ciclista

a. (Qué ocurre con la inclinacion de la recta cuando aumentas el valor de m?
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El tercer episodio documento el trabajo de EF5, quien presentd dificultad inicial para
ubicar las herramientas de GeoGebra, pero logro, tras superar el blogueo instrumental, construir
una recta y mover puntos sobre ella. Este trayecto (desde el blogueo inicial hasta el éxito con el
software) se puede catalogar en términos de la TRRS como un tratamiento dentro del registro
grafico (C2), lo que supuso el inicio de un aprendizaje instrumental, aunque aun no evidenciaba

comprension conceptual de la relacidn entre la forma de la recta y el valor numérico de m.

Los episodios cuarto y quinto mostraron los desempefios méas avanzados durante la
sesion. EF3 y EF6 lograron identificar correctamente Ay (“sube™) y Ax (“avanza™) utilizando la
cuadricula en GeoGebra, lo que supone una cuantificacion dentro del registro grafico que sienta
las bases para el calculo de m como razén de cambio (C2). EF3, realizo el recorrido completo

desde el registro numérico hasta el algebraico y luego al grafico (C2, C3b), calculando la
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pendiente manualmente y verificando el resultado con la herramienta "Pendiente™ de GeoGebra.
Este episodio es el de mayor solidez de la sesion desde la perspectiva de la coordinacion
semidtica, ya que EF3 utilizo GeoGebra no como verificador pasivo sino como herramienta
activa de contrastacion entre dos registros (C3b), lo que anticipa una estructura mental P en

consolidacion.

Figura 11
Interaccion con Geogebra de EF3 en el desarrollo de P2 Sesion 1
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El sexto episodio involucré a EF2 y EF4 en la elaboracion de una explicacién verbal del
concepto de pendiente. Su definicion "cuando la recta sube o baja" evidencio un error parcial en
la categoria C4: el registro verbal fue activado, pero sin articulacion de la razén de cambio como
elemento conceptual central. La comparacion entre la version inicial y la version revisada con
apoyo de la A mostrd una mejora Iéxica superficial, pero no una reorganizacion conceptual
autonoma, lo que sefialé que la dependencia de la validacion externa era todavia alta en esta

etapa.

Figura 12
Definicion final del concepto de pendiente EF4
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Valoracion APOE y uso de GeoGebra en la Sesion 1

Al término de la sesién 1, la valoracion APOE por caso focal mostré el siguiente panorama:
EF1 y EF8 permanecieron en la estructura mental A (sin lograr relacionar el valor de m con la
inclinacion de manera autonoma); EF2, EF4 y EF7 evidenciaron una transicion incipiente A—P
(reconocen cambios en la inclinacion, pero sin formalizacion); EF5 se situd en la estructura mental
A con aprendizaje instrumental pues muestra sefiales de interiorizacion, pero alin no integra
comprension conceptual. EF3 y EF6 se ubicaron en la estructura mental P en la categoria C3,
diferenciandose del resto por su capacidad de identificar y cuantificar las variaciones 4y y Ax

como elementos constitutivos de la pendiente.

En lo que respecta al uso de GeoGebra, la sesion 1 mostrd una progresion desde un uso
instrumental basico (C3a) hacia un uso exploratorio incipiente (C3b). La mayoria de los
estudiantes comenzaron utilizando el software de manera reactiva (manipulaban sin intencion
definida) pero hacia el final de la sesion algunos pares, especialmente EF6, EF7 y EF3,
comenzaron a usarlo como herramienta de exploracion activa. No se evidencio aun el uso de
GeoGebra como andamiaje consolidado (C3c), ni transferencia del aprendizaje sin el apoyo del

software.

El registro verbal predominante durante la sesion 1 fue de caracter cotidiano, con
expresiones como "'sube”, "baja"” o0 "mas inclinada”. Solo algunos estudiantes incorporaron de
manera espontanea terminos como "pendiente” o "cambio”, y Unicamente EF3 mostré indicios

de articulacion entre el registro numérico y el verbal para dar cuenta del concepto. Esta
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observacion es coherente con la descripcidn que Duval (2006) hace del registro verbal como
articulador: su activacion depende de que el estudiante haya logrado previamente una
coordinacion minima entre otros registros, condicion que al final de la sesion 1 solo se cumplia

parcialmente en los casos méas avanzados del grupo.

Sobre la base de estos hallazgos, el andlisis de la sesion 1 orientd los ajustes para la
sesion 2: disefiar una induccion breve al uso de GeoGebra antes del inicio de las actividades,
introducir situaciones que obliguen a los estudiantes a explicitar la relacion Ay /Ax de manera
autébnoma, y fortalecer progresivamente el uso del lenguaje matematico formal en las

producciones escritas y verbales.

Sesion 2: De los Puntos a la Ecuacion Formal de la Recta

El proposito de esta sesion es formalizar el concepto de pendiente y establecer
conexiones entre puntos, ecuacion y gréafica.
Estructura de la Sesion 2

La sesidn parte de un repaso del concepto de pendiente para introducir formalmente la
formulam = (y, — y1)/(x2 — x1), cuyos resultados los estudiantes verifican en GeoGebra. A
continuacion, se presenta la ecuacion lineal y = mx + by se explora el efecto de los
parametros m y b mediante deslizadores. El cierre de la sesion involucra situaciones de
modelacién contextual (alquiler de bicicletas y vaciado de un tanque de agua) a partir de las
cuales los estudiantes elaboran una explicacién escrita sobre el significado de la pendiente en
contexto, que luego revisan con retroalimentacion de inteligencia artificial.

La secuencia didactica desarrollada en la sesion 2 y su rubrica de valoracion pueden

consultarse en el Apéndice B.
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Analisis a Priori

Objetivo didactico de la sesion. Consolidar el tratamiento algebraico de m como razon
de cambio interpretable (C2, estructura mental P) e iniciar la modelacion verbal en contexto real

(Cl1b), apoyados en la cadena algebraico—tabular—grafico.

Variables didacticas. Puntos de coordenadas con diferentes valores (positivas, negativas,
diferencias pequefas, diferencias grandes), valores de m y b positivos y negativos, manipulacién

de deslizadores en GeoGebra.

Analisis Teorico. Tedricamente, esta sesion profundiza la conversion entre registros
numérico, algebraico y grafico, considerada por Raymond Duval como nucleo de la comprension
matematica. Desde APOE, el objetivo es que la formula de la pendiente deje de ser un
procedimiento mecanico (Accidn) y comience a operar como un Proceso interiorizado. La
exploracion dinamica en GeoGebra busca consolidar la comprension de la relacion entre

pendiente, intercepto y comportamiento gréfico.

Obstaculo anticipado prioritario. La inversion Ax/Ay en el calculo de m (C2) y la
inversion m/b en la modelacién verbal (C1b): el estudiante toma el valor constante del enunciado
como pendiente. Ambos errores son indicadores de prevalencia de la estructura mental A en el

tratamiento algebraico.

Ajustes derivados de la Sesidn 1. Considerando que la mayoria de los casos focales no
logroé la identificacion directa de m desde la grafica (C1b, estructura mental A persistente), la
Sesion 2 se inicia con una actividad de revision breve (10 minutos) antes de avanzar al
tratamiento algebraico. Se incluye también un momento de razonamiento sobre por qué 4y
ocupa el numerador antes de practicar el algoritmo para superar la dificultad evidenciada en la

inversion Ax/Ay.
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Indicador de avance esperado al cierre de la sesion. Reduccidn observable del error de
inversion Ax /Ay en los casos A consolidado; al menos un caso focal logra modelar un enunciado

verbal en la ecuacion y = mx + b asignando correctamente m y b (C1b, estructura mental P).

Contexto y Desarrollo de la Sesion 2

Esta sesion espera promover la transicion desde la comprension grafica de la pendiente
hacia la formalizacion algebraica de la ecuacion de larecta y = mx + b, articulando los
registros numérico, algebraico y gréfico en un proceso de elaboracién progresivamente mas

complejo.

La sesion se inicio con un repaso del concepto de pendiente abordado en la sesion
anterior, orientado a activar conocimientos previos y establecer un puente con la formalizacion
algebraica. Posteriormente se introdujo la formula de la pendiente a partir de dos puntos m =

(y2 — y1) /(x2 — x1), estableciendo la transicion del registro numérico al algebraico. En un
segundo momento, los estudiantes exploraron el comportamiento de la ecuacion y = mx +

b mediante deslizadores en GeoGebra, observando cémo la variacion de m y de b afectaba de
manera diferenciada la inclinacién y la posicion de la recta. En el tercer momento, se plantearon
situaciones de modelacion contextual (problemas relacionados con ciclistas y con un tanque de
agua) que exigian la conversion desde el registro verbal hacia el registro algebraico,
constituyendo la primera aparicion sistematica de conversiones no congruentes en la

intervencion.

Episodios Semidticos Relevantes y Analisis TRRS-APOE en la Sesién 2
El primer episodio de la sesion 2 involucr6 a EF1 y EF8 en la aplicacion de la formula de
la pendiente a partir de coordenadas dadas. Ambos estudiantes lograron sustituir los valores en la

férmula, pero presentaron dificultades en el manejo de signos negativos y en la organizacion
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correcta de la fraccion. Este episodio fue codificado en la categoria C2 con errores
operacionales: la conversion entre el registro numérico y el algebraico es incompleta porque el
tratamiento algebraico no se realiza de manera autonoma y sin errores. Desde la perspectiva
APOE, estos errores son indicadores de que la formula se usa como un algoritmo desde la
estructura mental A, sin que los estudiantes hayan interiorizado el proceso de razén de cambio

que la sustenta.

El segundo episodio documentd el trabajo de EF2 y EF7 con el trazado de la recta entre
dos puntos en GeoGebra. Ambos estudiantes ubicaron correctamente los puntos y construyeron
la recta, lo que supone un tratamiento exitoso dentro del registro grafico. Sin embargo, no
consolidaron la relacién entre el valor numérico de la pendiente que habian calculado y la
inclinacion visible de la recta que habian trazado. Esta incongruencia entre el registro numérico y
el grafico (cada uno manejado con relativa competencia, pero sin coordinacién efectiva entre
ellos) es precisamente el tipo de dificultad que la TRRS identifica como uno de los obstaculos

mas frecuentes en el aprendizaje de la funcion lineal (Duval, 2006; Hernandez, 2023).

El tercer episodio mostro el trabajo de EF3, quien utilizd la herramienta "Pendiente" de
GeoGebra para contrastar el resultado de la formula con el obtenido en el software. Este episodio
fue catalogado como C3b (uso de GeoGebra como verificador de resultados entre registros) y
representa el tipo de coordinacion mediada tecnoldgicamente que Artigue (2002) identifica como
caracteristica de un uso instrumentado avanzado del software. EF3, al contrastar los dos valores
y confirmar su coincidencia, estaba realizando una operacion semiotica de alto valor cognitivo:
establecer la equivalencia entre una representacion numeérica-algebraica y una representacion

gréfica del mismo objeto matematico.
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El cuarto episodio, protagonizado por EF4 y EF6, ilustré la exploracion de los
deslizadores m y b en la ecuacion y = mx + b. Ambos estudiantes reconocieron que al variar
m cambiaba la inclinacion de la recta, mientras que b producia un desplazamiento vertical,
aunque sus explicaciones seguian siendo de caracter intuitivo. Este nivel de comprension fue
codificado como C1b (conversion algebraico — grafico con interpretacion parcial) y como
estructura mental P en transicion: los estudiantes coordinan los dos registros, pero ain no pueden

argumentar formalmente el mecanismo de ese vinculo.

Figura 13
Manipulacién de la pendiente a travées de deslizadores en Geogebra EF6

El quinto episodio document6 el trabajo de EF5 con la identificacion de los
pardmetros m y b en la ecuacion y = 4x — 3. EF5 reconocio correctamente los parametros, lo
gue supone una conversion exitosa desde el registro algebraico hacia el verbal descriptivo (C4),
aunque su explicacion se mantuvo en términos cotidianos y no incorpord la nocion de razén de
cambio. Este episodio, leido junto con los episodios anteriores de EF5, sugiere un patron de
desempefio: la estudiante maneja bien los procedimientos de identificacion, pero tiene

dificultades para articular el significado conceptual de lo que identifica.
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El sexto episodio involucré a EF2 y EF3 en la explicacion del significado de m y b, con
revision mediada por IA. Ambos mejoraron la coherencia de sus explicaciones tras la
retroalimentacion de la IA, aunque requirieron apoyo externo para estructurar el lenguaje

matematico formal. Se encontraron expresiones como las siguientes:

’

EF7: “b representa el intercepto de la grafica.’

Figura 14
Definicion de pendiente del EF7

Pedir al estudiante que explique con sus palabras qué representa m y qué representa b en la
ecuacion y = mx + b, redactando un texto corto.
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EF4: “m representa la pendiente de una recta, es decir la inclinacion de una recta.”

Figura 15
Definicién de pendiente de EF4

Pedir al estudiante que explique con sus palabras qué representa m y qué representa b en la
ecuacion y = mx + b, redactando un texto corto.
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Mas adelante se exploré la definicion de pendiente dentro de una situacion del contexto.
La cita de EF6 "En estos contextos, la pendiente es la variable que hace que el valor de (x)
disminuya o aumente con relacion a la (b) o al intercepto general™, ejemplifica el estado
cognitivo predominante en este momento de la intervencion: los estudiantes acceden a una

comprension intuitiva del papel de los parametros, pero no han construido aun la distincion
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conceptual entre tasa de cambio m y valor inicial b como nociones matematicamente

diferenciadas.

Figura 16
EF6 explica los parametros de la funcion lineal en torno a un problema contextualizado

Después de resolver el problema contextual, el estudiante explica de forma escrita qué
significa la pendiente en ese contexto.
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El séptimo episodio, protagonizado por EF4 y EF8, implico la construccion de ecuaciones
lineales a partir de problemas verbales. Ambos estudiantes lograron proponer ecuaciones para las
situaciones contextuales planteadas, aunque con dificultades en la interpretacion del significado
de la pendiente como razon de cambio dentro del contexto. EF8 manifesto en su produccion escrita
la construccién de la funcion y = 2000(x) + 5000 para el problema del costo de alquiler de
bicicletas, pero mas adelante expreso el significado de pendiente relacionando que era $2000
porque acompafaba la variable, situacion que evidencia que aun no ha interiorizado la razon de

cambio que representa la pendiente.

Figura 17
Solucién de EFS8 a la situacion contextual

"Una empresa de alquiler de bicicletas cobra un costo fijo de $5.000 y $2.000 por cada hora
de uso. Si y es el costo total y x son las horas, escribir una ecuacién que sirva para modelar
la situacion. ;Cudl es la pendiente y qué significa?" .
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Después de resolver el problema contextual, el estudiante explica de forma escrita qué
significa la pendiente en ese contexto.
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Valoracion APOE y Evolucion Semiotica en la Sesion 2

La valoracion APOE al término de la sesidon 2 mostré una progresion generalizada respecto
a la sesion 1. EF1 avanzo a la estructura mental P en C1 (aplica correctamente la férmula, aunque
con errores leves de estructura). EF2 alcanzé estructura mental P en C1 (realiza célculos con
comprension limitada). EF3 se consolido en estructura mental P en C2 (relaciona representacion
gréafica sin formalizacion completa). EF4 se mantuvo en la estructura mental P en C2 (comprende
visualmente la inclinacién). EF5 avanzé en C3 (verifica coherencia entre registros). EF6 y EF7 se
consolidaron en estructura mental P en C3 (interpretan m y b de forma intuitiva y reconocen la
variacion de parametros en la ecuacion). EF8 mostrd estructura mental A en transicién hacia la

estructura mental P en C3 con capacidad de modelar situaciones con apoyo conceptual basico.

La evolucion del uso de GeoGebra fue notable: el software funcioné como herramienta
central de transicion entre registros, utilizado para construir rectas, verificar pendientes y explorar
el comportamiento de y = mx + b mediante deslizadores. Respecto a la sesion 1, se evidencio
un avance desde el uso instrumental basico hacia un uso méas exploratorio y de validacion. Sin
embargo, GeoGebra no se habia consolidado ain como herramienta de argumentacion matematica
autonoma: los estudiantes dependian de €l para validar sus afirmaciones, pero todavia no podian

prescindir de él para razonar sobre las propiedades de la funcion.
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El registro verbal mostré una mejora progresiva en la verbalizacion de los conceptos de
pendiente e intercepto, aunque las explicaciones siguieron siendo predominantemente
descriptivas. El uso de la 1A como mediadora metacognitiva contribuyé a mejorar la estructuracion
del lenguaje matematico, especialmente en la explicacion de conversiones entre registros, si bien
la dependencia de la validacion externa continu0 siendo alta. Esta observacion es relevante para el
disefio de la sesidn 3: se hace necesario introducir situaciones que redujeran la dependencia de la

IA y promovieran la argumentacion verbal autonoma por parte de los estudiantes.

Sesion 3: Modelacion Matemética y Consolidacion del Ciclo Completo de Registros

El proposito de esta sesion es que el estudiante logre coordinar autbnomamente registros
y construya las primeras nociones de funcion lineal como objeto matematico aplicando dicho
concepto en contextos reales.
Estructura de la Sesion 3

La sesidn 3 aborda las propiedades de rectas paralelas y perpendiculares mediante la
comparacion de pendientes, y plantea situaciones de modelacion en contextos reales que exigen
recorrer el ciclo completo verbal-numérico—algebraico—grafico con verificacion en
GeoGebra. Los estudiantes elaboran y revisan explicaciones grupales con apoyo de inteligencia
artificial, socializan sus resultados y cierran con una mesa redonda de reflexion metacognitiva,
buscando consolidar una comprensién integrada de la funcién lineal y autonomia en el uso de sus
registros de representacion. La secuencia didactica desarrollada en la sesién 3y su rabrica de
valoracion pueden consultarse en el Apéndice B.
Analisis a Priori

Obijetivo didactico de la sesion: completar el ciclo de coordinacion entre los cuatro

registros (verbal, algebraico, tabular, grafico), iniciar el razonamiento sobre familias de rectas
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paralelas (C1+C2, estructura mental O emergente) y activar la metacognicion semiotica a traves
de la conversacion de cierre (C5, 14).

Variables Didéacticas. Contextos reales diversos, conceptos de paralelismo y
perpendicularidad, tareas con y sin apoyo de GeoGebra, uso de lenguaje matematico en la
socializacion grupal.

Analisis Teorico. Desde la TRRS, la comprensién profunda se evidencia cuando el
estudiante coordina autbnomamente varios registros y transita entre ellos con flexibilidad. En
clave APOE, esta sesion busca consolidar la estructura mental Proceso y propiciar primeras
evidencias de Objeto, al reconocer propiedades generales de las funciones lineales como
paralelismo y perpendicularidad. El retiro gradual del apoyo de GeoGebra permite valorar si la

coordinacién semibtica fue realmente interiorizada.

Obstaculo anticipado prioritario. La dependencia de GeoGebra (C3c), pues el
estudiante coordina los registros con el software, pero no puede sostener esa coordinacion sin él.
La sesidn debe incluir al menos una actividad sin apoyo de GeoGebra para verificar si la

coordinacioén es autbnoma o mediada.

Ajustes derivados de las Sesiones 1y 2. El ciclo completo de registros y el
razonamiento sobre paralelismo exigen que la mayoria de los casos focales haya alcanzado al
menos la estructura mental en transicion A—P en C1 y C2. La conversacion de cierre (14) se
mantiene en todos los escenarios; su profundidad de cuestionamiento se ajustara al perfil
metacognitivo observado: preguntas compatibles con estructura mental A ¢qué pasos seguiste?
para los casos A consolidado; preguntas semejantes a ¢Por qué crees que esta recta es paralela a
la otra sin necesidad de calcular? para los casos de estudiantes que operan en estructuras

mentales en transicion o emergentes hacia P.
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Indicador de avance esperado al cierre de la sesion. Al menos la mitad de los casos
focales completa el ciclo de cuatro registros sin bloqueo en la cadena tabular—grafico; al menos
uno o dos casos focales justifican el paralelismo sin graficar; la conversacion de cierre revela

diferencias cualitativas en la metacognicidn semiotica entre perfiles de casos.

Contexto y Desarrollo de la Sesion 3

Esta sesidn estuvo orientada al cierre del proceso de aprendizaje, integrando el concepto
de pendiente en contextos geométricos (paralelismo y perpendicularidad entre rectas) y en
situaciones de modelacion matematica con ciclo completo de registros. Fue también la sesion en
la que se esperaba evidenciar los primeros indicios de la estructura mental O: el estudiante que

comienza a operar sobre la funcién como un objeto y no solo como un proceso o una accion.

La sesién comenzo con la construccion de rectas paralelas y perpendiculares en
GeoGebra, con el objetivo de analizar la relacion entre sus pendientes. En un segundo momento,
se introdujeron situaciones de modelacién matematica en contextos reales (crecimiento de una
planta, consumo de combustible, temperatura de una bebida) que requerian la construccion
completa del ciclo: enunciado verbal — tabla de valores — ecuacion algebraica —
representacion grafica — respuesta a una pregunta concreta. En el tercer momento, una mesa
redonda de cierre permitié documentar los niveles de metacognicion semiética (C5) que los

estudiantes habian alcanzado a lo largo de las tres sesiones.

Episodios Semidticos Relevantes y Analisis TRRS-APOE en la Sesién 3

El primer episodio de la sesion 3 involucré a EF1 y EF2 en la construccion de rectas
paralelas y la medicién de sus pendientes. Ambos estudiantes observaron que las pendientes de
las rectas paralelas eran iguales, aunque algunos requirieron verificacion con la herramienta de

GeoGebra antes de afirmarlo con seguridad. Este episodio fue codificado como C2 (tratamiento
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gréafico con verificacion numérica): los estudiantes reconocen la propiedad en el registro grafico
y la validan con un calculo numérico, pero todavia no la pueden justificar algebraicamente de

manera autbnoma.

Figura 18
Exploracion de paralelismo y perpendicularidad en Geogebra EF1 y EF2

En la articulacion verbal EF3 definid las rectas paralelas con la expresion: "Rectas que no
se cortan en ningln punto”, que, aunque es correcta muestra un uso predominante del lenguaje

cotidiano.

Figura 19
Definicion de rectas paralelas EF3

Rectas Paralelas:

s "y < — -
Pectos que M0 e corian en ningun ponio.

El segundo episodio documentd el trabajo de EF3 y EF4 con rectas perpendiculares.
Identificaron correctamente que el producto de las pendientes es —1, lo que constituye una
conversion entre el registro grafico y el registro algebraico (C2/C1b). Sin embargo, presentaron
dificultad inicial para justificar algebraicamente por qué ese producto es siempre —1, lo que

revela que la relacion habia sido reconocida como un dato pero no comprendida como un
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resultado necesario. En cuanto al registro verbal EF3 define la perpendicularidad en relacién con
el angulo formado entre dos rectas, demostrando un nivel mas elaborado de comprensién
sustentado en una condicién geomeétrica pero no directamente desde la observacion de las

pendientes que era el foco de la actividad.

Figura 20
Definicién rectas perpendiculares EF1

Rectas Perpendiculares: ‘ 84 ) ) ¢ \(

El tercer episodio mostro el trabajo de EF5, quien logro determinar correctamente si
pares de rectas eran paralelas, perpendiculares o ninguna de las dos mediante el calculo del
producto de pendientes. Este fue uno de los episodios mas significativos de la sesion para el
seguimiento individual de EF5, quien en las sesiones anteriores habia mostrado dificultades
persistentes con el tratamiento algebraico y con la coordinacion entre registros. Su desempefio en
este episodio sugirio que la acumulacion de experiencias con el software y la formalizacién
progresiva de los procedimientos habian comenzado a producir una consolidacion genuina del

proceso matematico subyacente.

El cuarto episodio, protagonizado por EF6 y EF7, implico la elaboracion de una
explicacion escrita sobre paralelismo y perpendicularidad con revision mediada por I1A. Ambos
mejoraron la coherencia de sus explicaciones, aunque persistio el predominio del lenguaje
descriptivo sobre el argumentativo. La cita de EF4 "Estas son directamente proporcionales”
revel6 una confusion conceptual que involucra el registro verbal: el estudiante usa una expresion

matematica reconocible, pero la aplica en un contexto inapropiado, lo que es indicador de que el
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registro verbal todavia no funciona como articulador genuino del conocimiento matematico sino

como un compendio de frases parcialmente apropiadas.

Figura 21
Explicacion de paralelismo y perpendicularidad EF4

d) Escribir la ecuacién de la recta que modela la situacion. Aplicacion del registro

algebraico. el AL A A 8NN .

);"'l f ¥ l o R ST \ Vs A

El quinto episodio fue grupal: EF1 a EF8 participaron en la construccién de modelos
lineales a partir de contextos reales, con el ciclo completo de representacion. Los grupos lograron
construir ecuaciones lineales para las situaciones planteadas, aunque con dificultades en la
interpretacion del significado contextual de la pendiente. La respuesta de EF5 "Con la gréfica
del ciclista entendi mejor como una pendiente, la forma en la que ambos puntos hacen de la
pendiente™ captura el tipo de comprension que GeoGebra habia mediado: la grafica dindmica del
ciclista en la sesion 1 habia producido una imagen cognitiva que persistia y facilitaba la

comprension de situaciones nuevas.

Figura 22
Reflexion acerca de la mediacion con GeoGebra EF5

¢Cbmo les ayudé GeoGebra a entender qué es la pendiente?

El sexto episodio fue la mesa redonda de cierre. Los estudiantes reconocieron la utilidad
del concepto de pendiente en situaciones reales y destacaron el papel de GeoGebra en la

comprension visual del concepto. La mesa redonda constituyo el principal espacio de activacion
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de C5 (metacognicion semidtica) en toda la intervencion: al verbalizar qué registros les
resultaron mas dificiles y como GeoGebra les habia ayudado, los estudiantes comenzaron a

operar sobre su propio proceso de aprendizaje como un objeto de reflexion.

Valoracion APOE y Evolucidon Semiotica en la Sesion 3

Al finalizar la sesion 3, la valoracion APOE de los ocho casos focales mostré un avance
generalizado en la estructura mental P en la categoria C3 (coordinacién mediada por GeoGebra).
Todos los casos focales se situaron dentro o cerca de la estructura mental P en esta categoria,
evidenciando la capacidad de coordinar registros grafico, numérico y algebraico con el apoyo del
software. Sin embargo, la pregunta critica que se generd hacia la prueba final era si esa
coordinacion se sostendria sin el apoyo de GeoGebra, pues un avance real hacia estados de
construccién cognitiva APOE mas elevados se valida s6lo cuando el estudiante puede operar

sobre la funcion como un objeto cognitivo independientemente del mediador tecnolégico.

En términos de C1 (conversion entre registros), se evidencio una consolidacion
progresiva del ciclo completo de representacion en la mayoria de los casos focales, aunque con
variaciones importantes entre ellos. EF3, EF6 y EF7 mostraron la mayor fluidez en las
conversiones entre registros maltiples, mientras que EF5 y EF8 continuaron presentando

dificultades ante las conversiones no congruentes y ante el ciclo completo sin apoyo externo.

El uso de GeoGebra en la sesion 3 evidenci6 el nivel de mayor consolidacién en toda la
intervencion. El software funciond como herramienta de validacion conceptual y exploracion
geométrica. Los estudiantes lo utilizaron para construir rectas paralelas y perpendiculares, medir
pendientes y verificar propiedades matematicas. En esta sesion se documentd por primera vez un
uso consolidado de GeoGebra como herramienta de analisis matematico que trascendia la mera

verificacion y avanzaba hacia la exploracion de propiedades geométricas.
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La evolucion del lenguaje matematico fue el rasgo mas significativo del cierre de la
sesion 3. El lenguaje se consolido progresivamente, especialmente en la interpretacion de la
pendiente como relacion entre rectas y como razén de cambio en contextos reales. Sin embargo,
la justificacion tedrica del paralelismo y la perpendicularidad seguia siendo débil, lo que
sefialaba que la estructura mental O donde la funcién lineal se entiende como objeto sobre el cual

se pueden establecer propiedades formales, no habia sido alcanzado por el grupo.

Evaluacion Final

La evaluacién constd de ocho preguntas disefiadas para valorar la consolidacion del
concepto de funcion lineal, la interpretacidn de la pendiente y el uso integrado de multiples
registros de representacion semiética, con mayor nivel de exigencia que la prueba diagnostica.
Una diferencia significativa respecto a la prueba diagnostica fue que los estudiantes contaron con

acceso a GeoGebra para la construccién y verificacion de gréaficas.

Estructura de la Evaluacion Final

Retoma lo evaluado en la diagnostica, pero con mayor complejidad, e incorpora:

e Relacion pendiente /inclinacion

e Calculo de pendiente con casos mas complejos

e Lectura de graficay ecuacion

o Conversion registro algebraico — tabular — grafico

« Modelacion verbal

« Identificacion de rectas paralelas

o Transferencia autonoma al resolver un escenario nuevo usando todos los registros.
Esta evaluacion busca evidenciar si el estudiante pasé de ejecutar pasos (estructura

mental Accién) a comprender la funcion como objeto matematico articulado.
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La secuencia didactica desarrollada en la evaluacion final y su rubrica de valoracion

pueden consultarse en el Apéndice C.

Resultados por episodio evaluativo

El primer episodio evaluativo (identificacion de funcion lineal) mostr6 que la mayoria de
los estudiantes identificd correctamente la estructura de la funcion lineal, incluyendo casos
particulares como y = 4 (donde m = 0), lo que evidenci6 una consolidacion del concepto de
recta horizontal que no habia estado presente en la prueba diagndstica. La expresion escrita de
EF4 "Porque m = Oentoncesy = Ox + 4 = 4" ilustra elementos de la estructura mental P
en la categoria C1b: el estudiante no solo identifica la funcion, sino que justifica algebraicamente

por qué una expresién constante puede ser un caso particular relacionado con la funcién lineal.

Figura 23
Respuesta pregunta 1 EF4

Pregunta 1. ;Cual de las siguientes expresiones representa una funcioén lineal de la forma
y=mx + b?

A) | y=x*+2x

m Yt OYQue m=C

O | y=3i

D) | y=vV(x+1)

Sin embargo, EF8 respondio a esta misma pregunta con "Profe no hay ninguna que se
parezca”, lo que reveld la persistencia de un obstaculo conceptual significativo: no pudo
reconocer y = 4 como funcién lineal porque no habia consolidado la encapsulacion del
concepto que permitiria ver la expresion constante como un caso particular de laformay =

mx + b. Este contraste entre EF4 y EF8 dentro del mismo item evidencia la heterogeneidad de
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trayectorias de aprendizaje al interior del grupo y la necesidad de analizar los perfiles

individuales y no solo los resultados grupales.

Figura 24
Respuesta pregunta 1 EF8

Pregunta 1. ;Cual de las siguientes expresiones representa una funcion lineal de la forma
y=mx +b?

A) | y=x2+2x Profe ne noN NinGuno

B) | y=4 Y 0 i S aboin

C) | y=3k

D) | y=vV(x+1)

El segundo episodio evaluativo (interpretacion del parametro m) mostré que los
estudiantes reconocian que al aumentar m la recta se volvia mas inclinada, pero varios
mantuvieron explicaciones intuitivas sin formalizacion matematica completa. Esta es una de las
conversiones que mayor progreso mostro respecto a la prueba diagndstica (en la que la mayoria
no lograba siquiera describir el efecto de m de manera sistematica) aunque todavia sin alcanzar

el nivel de precision conceptual que distingue la estructura mental O de la estructura mental P.

El tercer episodio evaluativo (calculo de la pendiente) mostré un desempefio
generalmente exitoso en la aplicacion de la formulam = (y, — y1)/(x2 — x1), con errores
aislados en el manejo de signos negativos. EF3 demostro el mayor dominio en esta categoria,
calculando la pendiente sin errores y justificando el procedimiento con precision, lo que es

coherente con la estructura mental O asignada en las categorias C2 y C3 de su rubrica individual.

El cuarto episodio evaluativo (lectura de graficas) mostré una mejora sustancial respecto
al desempefio diagndstico inicial. La mayoria de los estudiantes logré identificar pendiente e
intercepto desde la representacion grafica, aunque persistieron errores en el signo del intercepto o

en la direccion de la inclinacion. La cita de la rubrica de EF3 para este episodio (estructura
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mental O en transicidn hacia E en C1) sefiala que este estudiante logré no solo leer la gréafica sino

anticipar la ecuacion con precision, lo que constituye el tipo de operacion que Duval (2004)

describe como conversidn no congruente exitosa.

El quinto episodio evaluativo (ciclo de representacion tabular y gréfica) mostré que la
mayoria de los estudiantes logréd construir tablas de valores y representar las funciones en
GeoGebra con correccion operativa. EF5, a pesar de las dificultades mostradas en sesiones
anteriores con las conversiones no congruentes, logré en este episodio construir la tabla y la
grafica de manera autbnoma, lo que represent6 un avance significativo respecto a su perfil

inicial. La cita en su prueba "La grafica la hice en GeoGebra" muestra tanto el apoyo en la

herramienta como la capacidad de usarla con intencion.

Figura 25
Respuesta pregunta 6 EF6

Pregunta 6. Dada la funcion fix) = -2x + 4:

a) Calcula los valores de f(x) parax € {~1, 0, 1, 2, 3, 4} y organizalos en una tabla.
b) Traza la gréficg en la hoja cuadriculada, rotula los ejes e identifica el punto donde la recta
corta ¢l ¢je y.

¢) Escribe qué le ocurre al valor de y a medida que x aumenta y explica a qué se debe eso.

f s ’ v, ‘ 2 1

El sexto episodio evaluativo (interpretacion verbal del comportamiento) mostro que la
mayoria de los estudiantes logro describir tendencias generales (sube, baja, inclinacion) pero que
las explicaciones verbales continuaron siendo predominantemente descriptivas y poco
formalizadas. La cita de EF6 "Mientras x aumenta y disminuye ya que son inversamente
proporcionales” refleja un avance en el registro verbal: el estudiante incorpora terminologia

matematica "inversamente proporcionales”, aunque la aplica de manera imprecisa
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conceptualmente. Esta es precisamente la tension que caracteriza la transicion entre la estructura
mental P y la estructura mental O: el lenguaje matematico comienza a ser movilizado, pero ain

no de manera completamente correcta ni autdbnoma.

Figura 26
Respuesta pregunta 6 EF1

Pregunta 6. Dada la funcion f(x) = -2x + 4:

a) Calcula los valores de f(x) para x € {—1, 0, 1. 2. 3, 4} y organizalos en una tabla.

b) Traza la grafica en la hoja cuadriculada, rotula los ejes e identifica el punto donde la recta
corta el gje y.

¢) Escribe qué le ocurre al valor de y a medida que x aumenta y explica a qué se debe eso.

X'i_s\ ERE G =8

Yy | &S]l Z210 §=2|-1
Mifnivas ¥ aument A 4 Ai SminUY € yu g ue son W P,
p(u\\ « S\ S

Resultados por caso focal de la Evaluacion final
El cuadro siguiente sintetiza los resultados por perfiles de los ocho casos focales en las

cinco categorias de analisis, evidenciados en la evaluacion final:

Tabla9
Estructuras mentales APOE alcanzadas en la prueba final
Caso C1l C2 C3 C4 C5 Avance Global
A—Pen
EF1 P A—P A A A S
consolidacién
EF2 O P P P P P consolidada
EF3 O—E O O O E E emergente
EF4 P P A A A P emergente
EF5 A P P P P P consolidada
EF6 0] 0] P 0] P O emergente

EF7 P A—P P P A P consolidada



EF8 A A

A sin avance

significativo

Evolucion de los casos focales en el aprendizaje de la funcion lineal

El resultado comparativo de los perfiles APOE-TRRS entre la prueba diagndstica y la

prueba final permite identificar trayectorias de aprendizaje diferenciadas para los ocho casos
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focales. La siguiente tabla sintetiza las estructuras mentales APOE asignadas en la prueba final

para cada caso focal y cada categoria de andlisis, asi como la valoracion de desempefio

predominante:

Tabla 10

Perfiles finales APOE por caso focal al término de la intervencion

Caso focal

Evaluacién

Diagnostica

Avance global

EF1

EF2

EF3

EF4

EF5

EF6

EF7

EF8

A consolidada
A consolidada
A—P

A—P

A—P

P emergente

A—P

A consolidada

A—P

P consolidada
E emergente
P emergente
P consolidada
O emergente
P consolidada

A sin avance

significativo

EF1: Avance parcial desde la estructura mental Accion



109

EF1 inicid en la estructura mental Accion en todas las categorias y mostré un progreso
limitado pero real. Su mayor ganancia se dio en C1 (conversion entre registros), donde alcanzo
una estructura mental Proceso al finalizar, lo que sugiere que logré interiorizar parcialmente la
correspondencia entre representaciones. Sin embargo, en C2, C3, C4 y C5 permanecié en Accion
0 en una transicion incipiente A—P, lo que indica que su comprension de la funcion lineal sigue
siendo predominantemente procedimental y dependiente de instrucciones externas. El
incremento progresivo de resultados positivos en las sesiones refleja mejora sostenida, pero sin

consolidacién conceptual.

EF2: Consolidacién en estructura mental Proceso

EF2 presenta una de las trayectorias mas consistentes del grupo. Partiendo de la
estructura mental Accidn en el diagnostico, alcanzé estructura mental Objeto en C1 y estructura
mental Proceso en C2, C3, C4 y C5. Sus resultados durante las sesiones muestran una
aceleracién notable entre S1y S2, lo que sugiere que la intervencion con GeoGebray la
mediacion verbal actuaron como catalizadores de la interiorizacién. En C5 (metacognicion
semiotica) alcanzé estructura mental P, lo que indica una capacidad incipiente para reflexionar
sobre su propio proceso representacional, un avance significativo para un estudiante que partio

de Accion.

EF3: El caso de mayor progreso finalizando en estructura mental Esquema

emergente

EF3 es el caso mas destacado de la intervencion. Aungue partié de una estructura mental
en transicion de A—P, alcanzo estructura mental Esquema emergente al final. En C1 llegé a

O—E, en C3 y C4 a Objeto, y en C5 a Esquema, lo que implica que no solo coordind multiples
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registros con fluidez, sino que desarrollé capacidad metacognitiva semiotica y comenzo a
articular la funcion lineal con estructuras matematicas mas amplias. Es el Gnico caso que
evidencia una comprension del objeto matematico como entidad con propiedades relacionales,

no solo como procedimiento.
EF4: Estancamiento relativo en la estructura mental Proceso emergente

EF4 inici6 con estructura mental en transicion de A—P y concluy6 en estructura mental
Proceso emergente, pero con un perfil heterogéneo por categoria: alcanzé P en C1y C2, pero
permanecio en Accion en C3, C4 y C5. Esto revela que la coordinacién mediada por GeoGebra
no produjo en este estudiante una interiorizacion sostenida, y que su registro verbal y
metacognitivo no evolucionaron al ritmo de las conversiones. Los resultados de las actividades
realizadas en las sesiones muestran una progresion muy lenta, lo que sugiere que la intervencion

no logré movilizar su zona de desarrollo para las categorias semidticas mas complejas.

EF5: Estructura mental Proceso consolidada

EF5 presenta el caso mas Ilamativo de regresion puntual: en C1 (conversion entre
registros) retrocedié de estructura mental P en la prueba diagndstica a estructura mental A en la
prueba final, lo que puede interpretarse como la desestabilizacion de una comprension que era
fragil desde el inicio. Sin embargo, en C2, C3, C4 y C5 alcanzo la estructura mental Proceso. El
perfil general resultante es estructura mental P, con una inconsistencia interna que merece
atencion: este estudiante domina los tratamientos algebraicos e incluso la mediacion con
GeoGebra, pero perdié capacidad de conversion entre registros, lo que sugiere que su esquema

conceptual aln no esta integrado de manera coherente.

EF6: El caso mas cercano a la estructura mental Objeto
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EF6 partio de la estructura mental P en la prueba diagndstica y es el Gnico caso, junto con
EF3, que alcanzo estructuras mentales compatibles con Objeto en multiples categorias: C1, C2y
C4. En C3y C5 quedo en estructura mental Proceso. Las respuestas a las actividades durante las
sesiones muestran una mejora evidente en la sesion S3, consistente con la consolidacién propia
de la estructura mental Objeto. Que haya llegado a O en C4 (registro verbal) es especialmente
significativo: significa que este estudiante puede articular con lenguaje matematico preciso la
relacion entre los registros, lo que constituye un indicador robusto de comprension conceptual

genuina.

EF7: Avance moderado y estructura mental Proceso consolidada

EF7 parti6 de estructura mental Accion en la prueba diagndstica y alcanzd la estructura
mental Proceso como perfil predominante, con una transicion A—P en C2 y estructura mental P
en C3, C4. Sin embargo, en C5 permanecié en Accion, lo que indica que la reflexion
metacognitiva sobre los propios registros no fue movilizada por la intervencion en este caso. Sus
resultados muestran una mejora acelerada en la sesién 3, lo que sugiere que la tltima sesion

resultd especialmente productiva para este estudiante.

EF8: Ausencia de progreso permaneciendo en estructura mental Accion

EF8 es el Unico caso que permanecid en la estructura mental Accion en todas las
categorias y en todos los momentos de la intervencion. El desarrollo de las actividades durante
las sesiones muestra un estancamiento total entre la sesioén 2 y 3, lo que indica que ni la
herramienta dinamica ni la mediacién verbal lograron producir interiorizacion de ningun
procedimiento. Este caso plantea preguntas sobre factores que la intervencion no pudo controlar:

motivacion, acceso cognitivo a la abstraccion, o condiciones externas al disefio pedagogico.
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Uso de GeoGebra y registro verbal en la prueba final

El uso de GeoGebra en la prueba final fue predominante: la mayoria de los estudiantes
recurrié al software para construir graficas, lo que facilitd la comprensién visual de las funciones
lineales y mejoro el desempefio en las tareas de conversion entre el registro algebraico y el gréafico.
Sin embargo, este mismo hallazgo sefiala un obstaculo que la intervencion no logré superar de
manera generalizada: la coordinacidn entre registros ain dependia en muchos casos del apoyo del
software, lo que indica que la coordinacion sostenida sin GeoGebra (categoria C3c) solo fue

alcanzada de manera sélida por EF3 y, en menor medida, por EF2 y EF6.

El registro verbal sigui6 siendo el més débil en términos de formalizacion matematica al
finalizar la intervencion. Aunque los estudiantes lograron describir tendencias y comportamientos
de las funciones con mayor precision que en la prueba diagnostica, predominaron las expresiones
intuitivas sobre el lenguaje matematico estructurado. Lo observado es coherente con lo que sefiala
Duval (2006) sobre la dificultad del registro verbal como articulador: su activacion plena requiere
que el estudiante haya alcanzado una coordinacion genuina entre al menos dos otros registros,
condicion que al final de la intervencion solo se cumplia de manera sélida en el caso de EF3 y

parcialmente, en EF®6.
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Anélisis de Resultados
El anélisis longitudinal de los tres momentos de la intervencion (prueba diagnostica,
sesiones 1, 2 'y 3, y prueba final) permite construir una interpretacion integrada de las
transformaciones producidas en los procesos semidticos y en las construcciones cognitivas de los
estudiantes de grado noveno del Centro de Educacion EI Recreo. Para ello, se adopta la doble
lente analitica que articula la Teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de
Duval (1993, 2004, 2006) con la teoria APOE (Arnon et al., 2014; Dubinsky, 1991), aplicada

simultaneamente sobre el corpus de evidencias recogidas durante todo el proceso.

Se realiz6 una lectura interpretativa de los patrones semioticos y cognitivos que
emergieron a través de los cuatro momentos de la intervencién. EIl propdésito es comprender qué
transformaciones se produjeron, por qué se produjeron bajo las condiciones disefiadas, y qué

obstaculos persistieron a pesar de la intervencion.

Evolucidn de los procesos de conversion y tratamiento entre registros semiéticos (TRRS)

Estado semidtico inicial

La prueba diagnostica confirmé el patron documentado en contextos comparables
(Hernandez, 2023; Rodriguez-Nieto et al., 2024): los estudiantes operaban con fluidez dentro del
registro algebraico (calculando pendientes, identificando parametros y construyendo tablas) pero
mostraban una incapacidad generalizada para coordinar ese registro con el grafico, el tabular o el
verbal. Este estado es coherente con lo que Duval (2006) describe como disociacion entre
registros: el dominio del tratamiento interno no garantiza la capacidad de conversion hacia otro
sistema representacional. La evidencia mas clara fue la Pregunta 3, donde la estrategia

dominante no fue leer m y b directamente desde la gréfica, sino el tanteo punto a punto,
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confirmando que la grafica no funcionaba alin como objeto semiotico con propiedades
localizables sino como coleccion de puntos sobre los que operar algebraicamente, la paradoja
cognitiva que Duval (2004) identifica como el obstaculo central del aprendizaje matematico.

El obstaculo de mayor magnitud fue la conversion verbal — algebraico en contexto de
modelacién (Pregunta 5, C1b). A diferencia de los demas items donde los estudiantes cometian
errores de ejecucion como la inversién m/b (Hernandez, 2023), la mayoria de los participantes
dejo el item en blanco sin lograr siquiera identificar en el enunciado los elementos relacionados a
laestructuray = mx + b. Duval (2006) explica este tipo de bloqueo desde la no congruencia,
es decir, cuando el orden y la naturaleza de los elementos del registro de partida no se
corresponden con los del registro destino, la conversion no puede iniciarse si el estudiante no
dispone de un esquema de coordinacion previo.

Evolucion de la categoria C1: conversiones entre registros a lo largo de la intervencion

La evolucion de la categoria C1 a lo largo de las tres sesiones y la prueba final describe
una trayectoria que es coherente con los postulados de la TRRS sobre la progresion de la
comprension matematica, pero que también revela los limites de lo que una intervencion con

tiempo limitado puede producir en términos de coordinacién semidtica autbnoma.

La conversion algebraico < grafico, mediada por GeoGebra, fue la que mostré mayor
evolucion en el grupo. Esta es una conversion que Vargas y Garcia (2024) identifican como
especialmente favorecida por los entornos de geometria dinamica, precisamente porque el
software externaliza la correspondencia entre los parametros de la ecuacion y las propiedades
geomeétricas de la recta: cuando el estudiante modifica el valor de m en la barra de entrada y
observa en tiempo real cbmo cambia la inclinacion de la recta, esta viendo la conversion

algebraico — grafico materializada en la pantalla, antes de haberla interiorizado mentalmente.
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Este proceso de externalizacion semidtica fue descrito por Artigue (2002) en términos de génesis
instrumental y es el mecanismo mediante el cual GeoGebra crea las condiciones para que la
conversion, que de otro modo permaneceria como un acto mental opaco, se vuelva observable y
manipulable. Los datos de las sesiones 2 y 3 confirman que esta externalizacion produjo avances
reales que se visualizaron en la prueba final, en la cual la mayoria de los casos focales logro
realizar la conversion algebraico — grafico de manera funcional, incluyendo casos de pendiente

negativa que en el diagndstico habian representado un punto de bloqueo.

Sin embargo, la congruencia de esta conversion en su direccion algebraico — grafico
contrasta con la dificultad persistente en la direccion inversa cuando se presentd en situaciones
nuevas. Duval (2006) advierte que la coordinacién genuina entre registros exige que el estudiante
pueda realizar la conversion en ambas direcciones con igual fluidez, sin depender de la direccién
I6gica o predecible. Los resultados de la prueba final mostraron que, para la mayoria de los casos
focales, la conversion grafico — algebraico en contextos de pendiente negativa (Pregunta 4)
seguia produciendo errores de signo o de interpretacion del intercepto, lo que indica que la
coordinacion bidireccional no se habia consolidado. Esta asimetria direccional en la coordinacién
de registros es, desde la TRRS, evidencia de que el proceso de comprension esta incompleto: el
objeto matematico no ha sido reconocido como el mismo en ambos registros, sino que sigue

siendo accesible de manera preferencial desde uno de ellos.

La conversion verbal — algebraico fue durante toda la intervencion, el obstaculo
semidtico mas resistente. La Sesién 2 introdujo situaciones de modelacion contextual que
exigian esta conversion, y la Sesion 3 la retomd en un ciclo completo de representacién. Los
datos del diario de campo y las rubricas de sintesis muestran que, incluso después de tres

sesiones de trabajo sistematico con estas situaciones, la mayoria de los casos focales seguia
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enfrentando dificultades ante la conversion verbal — algebraico cuando el enunciado era nuevo.
Esta persistencia del obstaculo es teéricamente relevante, y confirma lo establecido por la TRRS
que sostiene que las conversiones no congruentes son las que mayor dificultad presentan y las
gue mas tiempo requieren para consolidarse (Duval, 2006; Hernandez, 2023). La naturaleza no
congruente de la conversion verbal — algebraico en contextos de modelacion (que en este caso
corresponde a que el orden en que aparecen los datos en el enunciado no corresponde al orden en
que aparecen en la ecuacion) explica por qué esta conversion no pudo consolidarse en el tiempo
de la intervencion, y por qué su tratamiento sistematico requeriria de un disefio de mayor

duracion y gradualidad que el que fue posible implementar.

La categoria C1 mostré la mayor heterogeneidad entre los casos focales. EF3 alcanzd el
grado de coordinacién semidtica mas solido del grupo, completando ciclos completos de cuatro
registros en la prueba final con autonomia y precision. EF2 y EF6 lograron coordinar algebraico
> grafico con fluidez, pero mostraron dificultades persistentes ante el ciclo completo sin apoyo
de GeoGebra. EF1 y EF4 avanzaron en las conversiones congruentes, pero siguieron bloqueados
ante las no congruentes. EF5, EF7 y EF8 no lograron completar el ciclo completo de registros de
manera autdbnoma en la prueba final, lo que indica que la coordinacién entre los cuatro registros
de la funcion lineal seguia siendo, para estos estudiantes, un proceso parcial y dependiente de

mediacion externa.

Evolucion de la categoria C2: tratamiento dentro del registro y su relacion con la conversion
El tratamiento algebraico (que implica operar dentro del registro algebraico mediante la

férmula de la pendiente, el despeje de variables y la cadena algebraico — tabular) mostr6 una

evolucion mas uniforme que la categoria C1, a pesar de ello se encontraron obstaculos

especificos que se pueden caracterizar con precision desde la TRRS. Los datos confirmaron la
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distincion establecida por Duval (1993) entre tratamiento y conversion: los avances en la
ejecucion correcta de tratamientos no se tradujeron automaticamente en avances equivalentes en
conversion, resultado que la teoria ya anticipaba pero que fue empiricamente verificado en este

grupo concreto.

El error mas frecuente en la categoria C2 durante el diagnostico fue la inversion Ax /Ay
en el célculo de la pendiente, que Lizana & Antezana (2021) y Hernandez (2023) identifican
como uno de los errores mas sistematicos en el aprendizaje del algebra escolar. Este error no es
trivial desde la perspectiva de la TRRS porque indica que el estudiante no ha interiorizado la
férmula como una razon de cambio sino como una secuencia de pasos a seguir sin comprension
del significado de cada elemento. La inversion del numerador y el denominador revela que para
el estudiante Ay y Ax son dos valores intercambiables dentro de un algoritmo, y no la
representacion de dos magnitudes con roles diferenciados que describen el comportamiento de la

funcién.

La Sesion 1 abordo este obstaculo de manera directa mediante la cuantificacion de Ay
(variacion vertical) y Ax (variacion horizontal) sobre la cuadricula de GeoGebra, antes de
introducir la formula algebraica. Este orden de actividades en el que se realiza primero la
operacion sobre la representacion grafica, para luego generar la formalizacion algebraica,
responde al principio didactico que Duval (2006) formula en términos de la necesidad de hacer
explicito el acto de conversion antes de exigir su automatizacion. El estudiante debe poder ver
qué elemento del registro grafico corresponde a qué elemento del registro algebraico antes de

poder realizar la conversion de manera autbnoma.
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Los datos de la Sesion 2 muestran que esta secuencia produjo una reduccion observable
del error de inversion en los casos focales que al inicio de la intervencion operaban en la
estructura mental de transicion A—P: EF3 y EF4 no cometieron errores de inversion en los
ejercicios de la Sesion 2, a diferencia de lo que habian hecho en el diagndéstico. Para EF1, EF2,
EF7 y EF8 el error persistié con menor frecuencia que en el diagnostico, pero no desaparecio, lo
que sugiere que la interiorizacion del proceso de la formula requeria de mas iteraciones que las

que las tres sesiones pudieron ofrecer.

La congruencia semiotica permite predecir los avances

Un hallazgo que atraviesa todas las categorias de analisis semidtico es la relacién entre el
grado de congruencia de una conversion y la velocidad a la que los estudiantes lograron
consolidarla durante la intervencion. Las conversiones congruentes fueron las que mostraron
mayor avance en menor tiempo. Las conversiones no congruentes (especialmente las que
involucran el registro verbal como punto de partida o de llegada) fueron las que mostraron mayor

resistencia y heterogeneidad entre los casos focales.

Este patron es exactamente el que la TRRS predice (Duval, 2006; Arteaga et al., 2024),
ya que la congruencia semidtica no es solo un descriptor del tipo de conversidn, sino un predictor
de su dificultad cognitiva. Cuando los elementos constitutivos de dos registros se corresponden
en numero, orden y naturaleza, el estudiante puede realizar la conversion apoyandose en la
correspondencia directa sin necesidad de reorganizar su comprensién. Cuando esa
correspondencia no es evidente (como ocurre en la conversion verbal — algebraico en la
modelacién contextual), el estudiante debe construir un esquema de coordinacién que exige una
comprension del objeto matematico que va mas alla de cualquiera de sus representaciones

individuales. Esta es la razon por la que la conversion del registro verbal al algebraico fue el
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obstaculo mas dificil de superar en la intervencién, no porque los estudiantes no hubieran
realizado esa conversion, sino porque su consolidacion requiere una comprension de la funcion

lineal que no se logrd construir en todo el grupo debido al limite temporal de la intervencion.

Progresion en la construccion cognitiva de los estudiantes (Teoria APOE)

El hallazgo més robusto que emerge del conjunto de datos es que la intervencion produjo
un desplazamiento generalizado desde la estructura mental Accion hacia la estructura mental
Proceso, al menos en las categorias mas directamente trabajadas durante las sesiones. De los
ocho casos focales, seis alcanzaron Proceso o una estructura mental superior como perfil
predominante al finalizar, lo que representa una movilizacién cognitiva real y no trivial. Este
desplazamiento es especialmente significativo en EF2, EF5 y EF7, quienes partieron de Acciony
Ilegaron a Proceso en la mayoria de las categorias, sugiriendo que el disefio pedagdgico fue
efectivo para desencadenar la interiorizacion de procedimientos en estudiantes que adn no la

habian logrado.

Sin embargo, la estructura mental Proceso alcanzada en varios casos es emergente o
inestable, visible en el ritmo lento de los resultados obtenidos en las sesiones y en los perfiles
categdricos heterogéneos que muestran Proceso en algunas dimensiones y Accion persistente en
otras. Esto indica que el desplazamiento no fue uniforme ni implica necesariamente una
comprension integrada del objeto matematico; en varios estudiantes se trata mas de una
interiorizacion parcial, relacionada con ciertas conversiones o tratamientos, que de una

reorganizacion conceptual completa.

Antes de describir la progresién observada en cada estructura mental, es pertinente
evaluar en qué medida la descomposicion genética propuesta en el Marco Teorico se evidencio

en los datos empiricos de la intervencion. Esa descomposicion anticipaba que los estudiantes
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construirian las estructuras A, P, O y E siguiendo una trayectoria en la cual la mediacion de
GeoGebra y la coordinacion de los cuatro registros (algebraico, gréafico, tabular y verbal) serian

los mecanismos centrales de avance.

Los datos de la intervencion confirman parcialmente esa hipoétesis: la descripcion de la
estructura mental A como dominio procedimental en el registro algebraico sin capacidad de
conversion se corresponde de manera precisa con lo observado en el diagnéstico; la descripcion
de la estructura mental P como capacidad de anticipar el efecto de los pardmetros y de invertir la
conversion se corresponde con los avances documentados en las sesiones 1y 2 para los casos
EF3, EF4 y EF6; y la descripcion de la estructura mental O como reconocimiento de la funcion
en cualquier registro y capacidad de operar sobre ella como entidad se corresponde con los
avances del EF3 en la prueba final. Sin embargo, hay aspectos de la DG inicial que la
intervencion no pudo confirmar: la estructura mental E tal como fue descrita (coordinacion
dindmica de todos los registros y seleccion estratégica del méas adecuado para cada prop6sito) no
fue alcanzada por ningun estudiante de manera completa, y los indicios de coherencia
esquematica incipiente del EF3 sugieren que la descomposicidn genética inicial describi6 esa
estructura con un nivel de complejidad que excede lo que una intervencion de tres sesiones

puede producir en estudiantes de noveno grado.

Esta evaluacion retrospectiva de la descomposicion genética inicial justifica, al cierre del
analisis, la propuesta de una descomposicion genética refinada que incorpore los hallazgos

empiricos de la intervencion.

Estructura Mental Accién Inicial Predominante en el Grupo
Como se documentd en el capitulo de implementacion, la prueba diagnostica confirmé

que el grupo operaba predominantemente en la estructura mental Accion respecto a la funcion
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lineal: los estudiantes ejecutaban procedimientos algebraicos bajo instruccion explicita pero eran
incapaces de coordinar ese registro con el grafico, el tabular o el verbal de manera autdnoma.
Este punto de partida, caracterizado en detalle a traves de los ocho casos focales en la seccion de
seleccidn y caracterizacion, constituye la linea base desde la cual se interpreta la progresion
cognitiva documentada a lo largo de las tres sesiones y la prueba final.
Trayectorias de transicion: mecanismos activados por caso focal

La teoria APOE describe los mecanismos cognitivos que producen transiciones entre
estructuras mentales. Arnon et al. (2014) identifican tres mecanismos centrales: interiorizacion
(A—P), encapsulacion (P—0O) y coordinacion (O—E). Identificar cuales se activaron, en que

casos Yy bajo qué condiciones, permite explicar por qué ocurrio el avance, no solo constatarlo.

Mecanismo de interiorizacion (A—P): evidencias por caso

La interiorizacion convierte una accion externa en un proceso mental que el estudiante
puede ejecutar internamente, anticipar e invertir (Dubinsky, 1991). Tres indicadores permitieron
identificar su activacion: la anticipacion del efecto de los pardmetros (presente en EF3 y EF4
desde la Sesion 1, y en EF6 desde la Sesion 2); la inversion espontanea del proceso de
conversion (EF3 y EF6 razonaban de lo grafico hacia lo algebraico, indicador que Dubinsky
(1991) considera el més fiable de interiorizacion); y la formulacién de generalizaciones,
registrada en EF3 y EF6 en la Sesion 2, y en EF2 en la Sesion 3. En EF1 y EF7 el mecanismo se
activo parcialmente, mientras que EF8 no mostrd ningun indicador, lo que sugiere que las

condiciones de la intervencion no fueron suficientes para ese caso.

Mecanismo de encapsulacion (P—O): evidencias por caso
La encapsulacion convierte un proceso mental en un objeto cognitivo sobre el cual el

estudiante puede reflexionar y operar (Arnon et al., 2014). Es el mecanismo mas exigente y los
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indicadores fueron escasos. EF3 lo evidencio al justificar el paralelismo entre dos funciones sin
graficarlas, tratando la igualdad de pendientes como propiedad del objeto. EF2 reconocié y = 4
como caso particular de funcion lineal con m = 0, y EF6 interpreté m como tasa de vaciado en
contexto, operando sobre el pardmetro como propiedad del objeto. Para EF1, EF4, EF5, EF7 y
EF8 no se encontraron indicadores de encapsulacion, resultado consistente con Trigueros y
Hernandez-Rebollar (2022) y Sefik et al. (2021): tres sesiones no pueden garantizar su activacion

generalizada.

Mecanismo de coordinacion (O—E): evidencias incipientes

La coordinacion articula dos 0 mas objetos cognitivos para construir un esquema mas
complejo (Arnon et al., 2014). Ningun estudiante activo este mecanismo de forma completa. No
obstante, EF3 mostré indicios de coherencia esquematica incipiente al conectar la pendiente de la
funcidn lineal con la razén de proporcionalidad directa. Estos indicios marcan el umbral desde el
cual comenzaria a operar la coordinacion y constituyen una referencia valiosa para el disefio de

intervenciones futuras.

Estructura Mental en transicion A—P

La progresion mas frecuente documentada en la intervencion fue la transicion de la
estructura mental A hacia la estructura mental P. Esta transicion no se produce de manera
uniforme en todas las categorias semidticas simultdneamente, sino de manera asimétrica: un
mismo estudiante puede mostrar indicios de P en la categoria C1 (conversion algebraico —
grafico) mientras permanece en A en la categoria C4 (registro verbal como articulador). Esto es
coherente con la observacion de Arnon et al. (2014) sobre la naturaleza no lineal de la

construccién cognitiva donde el avance en la comprensién de un objeto matematico no se da en
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bloque, sino de manera diferenciada por categorias de analisis, segun las experiencias del

estudiante y los mecanismos de interiorizacidn que se han activado.

Durante la intervencidn se observaron diferentes mecanismos de interiorizacion como la
anticipacion del efecto de los pardmetros, es decir, lo que el estudiante podia predecir qué
ocurriria en una situacion con la inclinacion de la recta antes de mover el deslizador de m, o
anticipar que una pendiente negativa genera una recta descendente sin necesidad de hacer la
grafica. Esto demostrd que la accidn de observar detenidamente los parametros producia un
proceso mental autonomo. Este indicador de estructura mental P emergente fue documentado en
los casos focales EF3, EF4 y EF6 desde la Sesidn 1, y en EF1 y EF2 de manera mas incipiente a

partir de la Sesién 2.

Otro de los mecanismos de interiorizacion identificados fue la inversion del proceso,
evidente cuando el estudiante estaba en capacidad de recorrer una conversion en la direccion
contraria a la que fue trabajada inicialmente. En la Sesion 2, cuando se introdujeron los
deslizadores en GeoGebra para explorar el efecto de m y b, algunos estudiantes comenzaron
espontaneamente a hacer el recorrido inverso: en lugar de modificar m y observar el efecto en la
grafica (algebraico — grafico), modificaban la posicion de la recta en la pantalla y razonaban
sobre que valor debia tener m para producir esa inclinacion (grafico — algebraico). Desde la
perspectiva de Dubinsky (1991), este tipo de inversion espontanea es el indicador mas fiable de
gue una accion ha comenzado a interiorizarse en proceso, el estudiante puede realizar el proceso
hacia atras porque ya no lo percibe como una secuencia de pasos externos, sino como una

transformacion interna que puede controlar.
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La formulacién de generalizaciones es otro sistema de interiorizacion encontrado durante
la intervencion. Se da cuando al finalizar un ejercicio de célculo de pendiente, un estudiante
afirmaba espontaneamente que “si m es negativa, la recta siempre baja”. En este caso se
construia una generalizacion que trasciende el caso particular y apunta hacia el proceso. Este tipo
de enunciados fueron registrados en el diario de campo para los casos EF3 y EF6 en la Sesion 2,
y para EF2 en la Sesién 3, lo que confirma que el mecanismo de interiorizacion habia sido

activado por las actividades disefiadas, aunque con diferente intensidad segun el caso focal.

Estructura mental Objeto

La estructura mental Objeto (O) implica que el proceso mental construido en P ha sido
encapsulado. El estudiante puede tratar la funcion lineal como un objeto matematico que le
permite operar de diferentes formas, compararla con otras funciones, identificar sus propiedades
generales y razonar sobre ella sin necesidad de activar el proceso subyacente (Arnon et al.,
2014). La encapsulacion es el mecanismo cognitivo mas exigente en la construccion del
concepto de funcidn lineal, y los datos de la intervencion confirman que fue también el més

dificil de activar en el tiempo disponible.

Solo el EF3 alcanz6 indicios sélidos de estructura mental O en la prueba final. Los
indicadores mas claros fueron que logré justificar el paralelismo entre las dos rectas f(x) =
3x + 1y g(x) = 3x — 5, sin necesidad de graficarlas, afirmando que “si tienen la misma
pendiente, nunca se van a cruzar porque siempre estaran a la misma distancia ”. Esta afirmacion
describe el paralelismo como consecuencia de la igualdad de pendientes, una propiedad que no
puede derivarse del proceso de calcular una pendiente especifica, sino que requiere que la
funcidén haya sido encapsulada como un objeto con propiedades formales. Por otro lado, el EF3

completo el ciclo completo de registros en la Pregunta 8 de la prueba final con autonomia y sin
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GeoGebra eligiendo el escenario del consumo de gasolina, para lo cual planteé la funcién,
construyd la tabla, trazo la gréafica y formul6 una pregunta concreta con calculo algebraico.
Construir un modelo matematico completo en un escenario nuevo sin apoyo externo es el

indicador mas solido de estructura mental O en el disefio de esta investigacion.

Finalmente, el EF3 demostré una metacognicion semidtica genuina (C5) en la
conversacion de cierre identificando con precisién qué registro le habia resultado mas dificil y
por qué, para luego articular su explicacion en términos de la relacion entre los registros y no

solo en términos de dificultad general.

Los casos EF2 y EF6 mostraron indicios parciales de estructura mental O en categorias
especificas, sin haber alcanzado dicha estructura mental de manera generalizada. EF2 reconocio
en la prueba final que y = 4 es un caso particular de la funcion lineal (con m = 0) y lo justifico
algebraicamente, lo que implica tratar la funcidon lineal como una entidad cuyas instancias
particulares pueden ser reconocidas e identificadas. EF6 logré interpretar correctamente el
significado contextual de la pendiente y el intercepto en la Pregunta 7 con precision de unidades,
lo que supone no solo aplicar la formula sino comprender qué representa m en el contexto de la
situacién (tasa de vaciado del tanque, en litros por minuto) lo cual exige tratar el parametro como

una propiedad del objeto y no como un resultado de un célculo.

La ausencia de estructuras mentales de tipo Objeto en la mayoria de los casos focales es
coherente con lo que Trigueros y Herndndez-Rebollar (2022) y Sefik et al. (2021) reportan en
investigaciones con APOE en bachillerato. La encapsulacion es el mecanismo que mas tiempo
requiere para consolidarse, y tres sesiones de intervencidon no pueden garantizar su activacion

generalizada aun cuando estén bien disefiadas. Lo que la intervencién si pudo documentar son
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los indicios iniciales de encapsulacion y las condiciones bajo las cuales estos indicios emergen,
que en este caso fueron las actividades que exigen operar sobre la funcion como entidad, hacer

comparaciones entre funciones o justificar propiedades sin calcular.

Estructura mental Esquema

La estructura mental Esquema (E) implica la organizacion coherente y flexible de los
objetos, procesos y acciones relacionados con la funcion lineal en una estructura cognitiva que el
estudiante puede invocar para abordar situaciones nuevas, establecer conexiones con otros
conceptos y transferir el conocimiento a dominios distintos (Arnon et al., 2014). Ningln
estudiante alcanzo esta estructura mental durante la intervencion, lo cual era esperado
considerando que consolidar Esquema requiere no solo la encapsulacion de la funcién lineal
como objeto, sino su integracién en un esquema conceptual que incluya otros objetos
matematicos como sistemas de ecuaciones, funciones cuadraticas, proporcionalidad directa, etc.,
lo que trasciende con creces el alcance de una intervencion de tres sesiones centrada en el

concepto de funcion lineal.

Un hallazgo muy significativo de la intervencién es el hecho de que el EF3 mostré en la
conversacion de cierre indicios de lo que la teoria APOE describe como coherencia esquematica
incipiente, es decir, la capacidad de establecer conexiones entre la pendiente y la razon de
proporcionalidad, y de reconocer la funcion lineal como caso particular de un patron mas general
de variacidn. Estos indicios sugieren que, con una intervencion mas extensa, el EF3 podria ser
capaz de construir un esquema conceptual articulado en torno a la funcion lineal. La
documentacidn de estos indicios es, un aporte del estudio pues sefiala qué condiciones favorecen
el inicio de la construccion de la estructura mental E y qué tipo de actividades podrian acelerar

€Se proceso.
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Limites de la intervencion

Los casos EF3 y EF8 funcionan como analizadores de los limites del disefio pedagdgico
en sentidos opuestos. EF3 representa el techo del disefio: partié de una estructura en transicion de
A hacia P, y al final mostré6 Esquema emergente en C5, Objeto en C1, C2, C3 y C4, y puntaje
maximo en S3. Su trayectoria sugiere que cuando un estudiante llega a la intervencion con
condiciones cognitivas minimas de Proceso parcial, un disefio articulado con GeoGebra y énfasis
en el registro verbal puede producir avances que superan la estructura mental Proceso y llegan
construir la estructura mental Objeto y conexidn con la estructura mental Esquema. Este caso es
el unico que muestra evidencia de que la funcion lineal comenzd a ser tratada como objeto

matematico con propiedades relacionales, y no simplemente como un procedimiento a ejecutar.

EF8, en cambio, representa el piso del disefio: permanecio en la estructura mental Accion
en todas las categorias a lo largo de toda la intervencion, con puntajes que se estancaron
completamente entre S2 y S3 (10 en ambas sesiones). Este estancamiento no puede atribuirse
exclusivamente al disefio, ya que otros estudiantes con puntos de partida similares (EF1, EF2,
EF7) si mostraron progreso. EF8 plantea la pregunta sobre qué factores motivacionales,
contextuales, o relativos al punto de entrada cognitivo pueden determinar que una intervencion
pedagdgica no logre producir ningn desplazamiento, y sugiere la necesidad de estrategias de

acompafiamiento diferenciado que el disefio actual no contemplé.

El caso EF5 introduce una tercera lectura que merece atencion: la posibilidad de
regresion puntual en una categoria especifica. El retroceso en cuanto a la estructura mental en C1
(de P diagnostico a A en la prueba final) en un estudiante que si progreso en otras categorias no
es un simple error de medicion, sino un indicador de que las comprensiones construidas durante

la intervencion pueden ser fragiles cuando el andamiaje desaparece, especialmente en las
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conversiones no congruentes que demandan mayor esfuerzo cognitivo. Esta fragilidad es una
sefial de que el Proceso alcanzado en algunos casos es mas una interiorizacion incipiente que una

comprension estable.

Evolucion final del grupo de casos focales
A partir del conjunto de evidencias, es posible sostener cuatro afirmaciones analiticas

sobre la evolucidn del grupo:

1. Laintervencion pedagdgica produjo un desplazamiento real y documentable en las
estructuras mentales predominantes del grupo, desde Accidn hacia Proceso, en la mayoria de los
casos focales y en las categorias mas directamente trabajadas. Este es el hallazgo central y el mas
sostenido por los datos.

2. El desplazamiento fue desigual por categoria semiotica. Las conversiones y los
tratamientos algebraicos respondieron mejor a la intervencion que el registro verbal y la
metacognicion, lo que sugiere que el disefio fue mas eficaz para movilizar el aprendizaje
procedimental que para producir objetivacion conceptual plena.

3. GeoGebra funcioné como catalizador del aprendizaje en los estudiantes que ya tenian
condiciones cognitivas minimas de Proceso, pero generd dependencia instrumental en quienes
permanecieron en Accion, sin producir interiorizacion genuina. Esto implica que el valor
pedagdgico de la herramienta es condicionado por el nivel cognitivo de entrada del estudiante.

4. Ladistribucion de estructuras mentales en la prueba final (Esquema emergente en un
caso, Objeto en dos, Proceso en cuatro y Accidn en uno) revela que la intervencion no fue capaz
de llevar al grupo completo a una estructura mental minima de Proceso consolidado, y que la
brecha entre los casos de mayor y menor progreso se amplié durante la intervencion en lugar de

reducirse. Esto plantea una tension entre el disefio como propuesta colectiva y la necesidad de
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acompariamiento diferenciado para los estudiantes cuyo punto de partida o condiciones de

aprendizaje requieren estrategias que van mas alla de lo que un disefio grupal puede ofrecer.

El Papel de GeoGebra como Mediador Semidtico-Cognitivo

La mediacion tecnoldgica de GeoGebra no se plante6 como un componente
complementario de la intervencion sino como un elemento constitutivo de su disefio, cuya
funcion fue articulada desde dos perspectivas tedricas complementarias. Desde la TRRS,
GeoGebra actia como mediador semidtico que externaliza la coordinacion de registros: hace
visible, en la pantalla, la correspondencia entre los parametros algebraicos de la funcion y sus
propiedades geométricas, convirtiendo la conversién en un evento observable y manipulable
(Artigue, 2002; Vargas y Garcia, 2024). Desde la teoria APOE, GeoGebra crea condiciones para
que las acciones se interioricen en procesos, al permitir que el estudiante vea en tiempo real el
efecto de sus acciones sobre multiples registros simultaneamente lo cual acelera la construccion
de la relacién causal entre el parametro y su efecto representacional (Wondimuneh y Ayele,

2021).

Los datos de la intervencion confirman que GeoGebra cumplié estas dos funciones de
manera progresiva y diferencial segun el caso focal y el momento de la intervencion. En la
Sesion 1, el uso predominante fue de tipo C3a (verificador): los estudiantes calculaban la
pendiente manualmente y usaban el software para confirmar el resultado, sin establecer todavia
una relacion conceptual entre el calculo numérico y la representacién grafica. En la Sesién 2, el
uso evoluciond hacia C3b (explorador) para los casos focales méas avanzados: EF3, EF6 y EF7
comenzaron a usar el software para anticipar efectos (modificar el deslizador antes de calcular,
formular conjeturas sobre el comportamiento de la recta) lo que evidencia que la relacion entre el

registro algebraico y el grafico habia comenzado a interiorizarse como proceso. En la Sesién 3,
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algunos casos focales mostraron avances hacia C3c (andamiaje en transicion): podian razonar
sobre las propiedades de la funcién sin depender completamente del software, aunque todavia lo

necesitaban para verificar sus afirmaciones mas complejas.

La prueba final confirmo que el uso de Geogebra como andamiaje en transicion no habia
sido alcanzado de manera generalizada. La mayoria de los estudiantes sigui6é dependiendo del
software para realizar las representaciones gréaficas, lo que indica que la coordinacion entre
registros no se habia interiorizado de manera suficiente como para prescindir del mediador
tecnoldgico. Este resultado es tedricamente relevante desde la perspectiva de Wondimuneh y
Ayele (2021), quienes sefialan que el uso de GeoGebra sin momentos deliberados de trabajo
auténomo sin el software puede generar lo que denominan dependencia del andamiaje. En este
caso el estudiante construye la coordinacion con la herramienta, pero no sin ella, porque la
herramienta nunca fue retirada de manera progresiva para verificar si la comprension se habia
interiorizado. La intervencion incluyd algunos momentos de trabajo sin GeoGebra, pero la
evidencia sugiere que esos momentos fueron insuficientes en nimero y en duracion para

producir la coordinacion entre registros de manera autonoma y generalizada.

Se puede afirmar que GeoGebra modificé cualitativamente el tipo de errores que los
estudiantes cometieron durante la intervencion respecto a los del diagndstico. Los errores del
diagnostico eran predominantemente de ejecucion procedimental, mientras que los errores
documentados en las sesiones y en la prueba final fueron, en mayor medida, errores de
interpretacion conceptual como confusién entre el valor de la funcién en un punto y la funcién en
si misma, dificultad para articular verbalmente el significado de m en un contexto nuevo, error
de categorizacién semantica entre paralelismo y perpendicularidad. Este desplazamiento del

error procedimental al error conceptual es, desde las perspectivas de la TRRS y la teoria APOE,
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una sefial de progreso: significa que los estudiantes han salido de la estructura mental de
ejecucidén mecanica y han comenzado a operar con el objeto matematico en un grado de

comprension mas profundo, aungue todavia impreciso.

Descomposicion genética refinada de la funcion lineal

La confrontacion entre la descomposicion genética inicial y los patrones observados
durante la intervencidn permite proponer una descomposicién genética refinada de la funcion
lineal para estudiantes de noveno grado en contextos de mediacion tecnoldgica con GeoGebra.
Esta descomposicion genética refinada no reemplaza la inicial, sino que la ajusta a partir de la
evidencia empirica, siguiendo el proceso ciclico que Trigueros y Hernandez-Rebollar (2022)
describen como inherente a toda investigacion con APOE.

Estructura mental Accidon (A) refinada: Los datos confirman que los estudiantes en
estructura mental A no operan exclusivamente dentro del registro algebraico, como la
descomposicion genética inicial anticipaba, sino que también pueden producir representaciones
tabulares por célculo puntual. Sin embargo, esa produccion tabular es igualmente de tipo Accion:
no implica comprension de la relacion funcional sino aplicacion repetida de sustitucion. El
indicador mas preciso de estructura mental A en este contexto no es el tipo de registro que usa el
estudiante, sino la dependencia de instruccion explicita paso a paso: si el estudiante se detiene
cuando no hay una instruccion que le diga qué paso sigue, esta operando en estructura mental A.
GeoGebra en este nivel funciona exclusivamente como verificador.

Estructura mental Proceso (P) refinada: La descomposicion genética inicial describia
la estructura mental P como capacidad de anticipar el efecto de modificar m o b sobre la tabla sin
calcular todos los valores. Los datos refinan esta descripcion: la anticipacion ocurre primero en

la direccion algebraico — grafico (mediada por GeoGebra) y solo mas tarde en las demas
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direcciones. La estructura mental P emergente (que fue la mas frecuente al final de la
intervencion) se caracteriza por la capacidad de invertir la conversion en la direccion algebraico
<> grafico con apoyo del software, pero no de manera autonoma sin ¢l. Una transicion A—P
consolidada requeriria que esa inversion fuera posible también sin GeoGebra, lo cual no fue
alcanzado de manera generalizada. La descomposicion genética refinada distingue entonces entre
Proceso emergente (con GeoGebra como condicion necesaria) y Proceso consolidado (que se
sostiene sin el andamiaje tecnologico).

Estructura mental Objeto (O) refinada: La encapsulacion, tal como la describe la
descomposicion genética inicial, ocurrié de manera parcial y diferenciada por categorias
semidticas. El dato mas relevante para la DG refinada es que la encapsulacion no se produce de
manera simultanea en todos los registros: EF3 mostré O en las categorias C2, C3 'y C4 pero no
en C5; EF6 mostro O en C3 pero no en C1 ni C4. Esto sugiere que la funcion lineal no se
encapsula como un Unico objeto, sino que se construyen encapsulaciones parciales por dominio
de registro, y que una estructura mental O verdaderamente integrada requiere de la coordinacion
de esas encapsulaciones parciales. La descomposicion genética refinada propone entonces que
entre la estructura mental P consolidada y la estructura mental O integrada existe un estadio
intermedio, que podria denominarse Objeto parcial o encapsulacion diferenciada por registro,
caracterizado por la capacidad de operar sobre la funcién como objeto en algunos registros, pero
no en todos.

Estructura mental Esquema (E) refinada: Ningun estudiante alcanzd la estructura
mental E durante la intervencion. Sin embargo, los indicios de coherencia esquematica incipiente
del EF3 permiten caracterizar las condiciones que parecen necesarias para iniciar la construccién

de Esquema en este contexto: la capacidad de reconocer la funcion lineal como caso particular de
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un patron mas general de variacion proporcional, la capacidad de establecer conexiones entre la
pendiente y la razon de cambio en contextos extraidos de otras areas (fisica, economia), y la
capacidad de elegir el registro méas adecuado con intencion explicita y justificada. Estos
indicadores son mas exigentes que los de la descomposicién genética inicial, que describia la
estructura mental E en términos de fluidez entre registros, un rasgo que algunos estudiantes
mostraron de manera incipiente sin que eso implicara coherencia esquematica genuina.

Esta descomposicion genética refinada es, en si misma, una contribucion de la
investigacion al campo de la educacién matematica en secundaria: operacionaliza las estructuras
mentales de la teoria APOE para la funcion lineal en un contexto especifico (noveno grado,
mediacion con GeoGebra) y propone distinciones (como la de Proceso emergente vs.
consolidado y la de encapsulacion diferenciada por registro) que las descripciones generales de
la teoria no contemplan pero que los datos de la intervencidn hacen necesarias.

La sintesis de la descomposicion genética refinada se puede apreciar en la siguiente tabla:

Tabla 11

Descomposicién genética refinada de la funcién lineal

Esr'cr]r:r]c:;ra Descripciér_1 operacional Ind_icado_r obser,vgble Mecgnismo
APOE refinada (evidencia empirica) activado
A « Operacon f(x) = mx + b * Calculamsustituyendo  Ninguno
Accion exclusivamente por sin saber qué representa  activado.
sustitucion directa o por » Se detiene si falta la Condicion previa
calculo punto a punto. instruccion del paso ala
» También puede producir siguiente interiorizacion.
tablas por sustitucion « Tanteo punto a punto
mecanica sin que eso sin percibir la recta
implique comprension de la como totalidad
relacién funcional. * Inversion 4x /4y o
« El indicador de Accién no es errores de signo con
el tipo de registro, sino la coord. negativas
dependencia de instruccién * No puede anticipar el

explicita paso a paso. efecto de cambiar mo b
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Estructura

mental
APOE

Descripcion operacional

refinada

Indicador observable
(evidencia empirica)

Mecanismo
activado

Mecanismo de transiciéon A — P: Interiorizacién
Indicadores: anticipacion del efecto de m y b antes de mover el deslizador - inversion

espontanea de la conversion (grafico — algebraico) - formulacion de generalizaciones que
trascienden el caso particular

P
Proceso

* P emergente: anticipa e invierte
la conversion algebraico <

gréafico con apoyo de

GeoGebra, pero no de manera

auténoma sin él.

» P consolidado: la anticipacion
y la inversidn se sostienen sin
el andamiaje tecnoldgico. La
funcion es concebida como

regla de correspondencia
global.

« La interiorizacion ocurre
primero en la direccion

algebraico — grafico y solo

mas tarde en las demas
direcciones.

* Anticipa efecto de m y
b sin calcular ("'si m es
negativa la recta baja")

* Invierte la conversion
espontaneamente:
modifica la recta y razona
sobre el valor de m

* Formula
generalizaciones: "si mi =
m: las rectas son
paralelas™

* Explora con
deslizadores de
GeoGebra sin instruccion
paso a paso

* Los errores son
conceptuales, no solo
procedimentales

Interiorizacion
activada.

La accion de
calcular la
pendiente se
convierte en
proceso mental
que puede
ejecutarse
internamente,
anticiparse e
invertirse.

Mecanismo de transiciéon P — O: Encapsulacion
Indicadores: operar sobre la funcién como entidad (comparar, incluir en sistemas) -

reconocimiento de caso particular sin calculo - encapsulacién diferenciada por registro (parcial
antes de integrada)

0]
Objeto

* Encapsulacion parcial: la
funcidn es tratada como objeto
en algunos registros, pero no en
todos. Estadio intermedio entre
P consolidado y O integrado.

« Encapsulacion integrada: la
funcion es reconocida como
objeto con propiedades en

todos los registros

simultdneamente. El estudiante
puede operar sobre familias de
funciones lineales sin activar el
proceso de célculo subyacente.

* Justifica paralelismo sin
graficar (misma m —
nunca se cruzan)

* [dentifica m como tasa
de cambio en contexto
(litros/min, $por hora)

* Reconoce f(x) = 4
como caso particular de
f(x) = mx + bcon
m =0

* Detecta inconsistencias
entre sus propios
registros

Encapsulacion
activada.

El proceso de
calcular/operar
con la funcion se
convierte en
objeto sobre el
cual reflexionar,
comparar y
operar a un nivel
superior.
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Estructura
mental
APOE

Descripcion operacional

refinada

Indicador observable
(evidencia empirica)

Mecanismo
activado

* Compara familias de
funciones segun criterios

propios

Mecanismo de transicion O — E: Coordinacion
Indicadores: conexidn con proporcionalidad directa - transferencia a dominios nuevos -
eleccién intencional del registro méas adecuado - argumentacion que cruza registros sin apoyo

externo
E « Coherencia incipiente: el * Vincula pendiente con Coordinacion
Esquema estudiante establece conexiones razon de activada
entre la funcion lineal y proporcionalidad directa  (incipiente).

estructuras mas amplias
(proporcionalidad, variacion)
pero esas conexiones no
forman aun una red conceptual

estable.

 Esquema pleno (no alcanzado

en la intervencion):

coordinacion dindmica de
todos los registros, seleccion
estratégica con intencion
explicita, transferencia
completa a situaciones nuevas
sin ningun apoyo externo.

* Reconoce la funcion

lineal como caso

particular de variacién

proporcional

* Elige el registro mas
adecuado con intencion
explicita y justificada

* Argumenta cruzando
registros sin apoyo de

GeoGebra

* Transfiere el concepto a
contextos no trabajados

en la intervencion

Los objetos
construidos
comienzan a
articularse en una
red conceptual.
En la
intervencion este
mecanismo no se
activo de manera
completa en
ningun caso.

Nota. Elaboracién propia a partir de los datos empiricos de la intervencion, en paralelo

con las observaciones de Arnon et al. (2014), Dubinsky (1991), Trigueros y Hernandez-Rebollar

(2022) y Sefik et al. (2021).

Conclusiones

Las conclusiones de esta intervencion pedagdgica son interpretaciones construidas desde

el analisis de un grupo concreto de estudiantes, durante una intervencion acotada en tiempo y

recursos en un contexto educativo colombiano. Su alcance desde lo que permite la IAE es la
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comprension en profundidad de lo que ocurre en la intervencion pedagogica, y generar un

antecedente investigativo que pueda orientar otras practicas similares.

Sobre los procesos semioticos

La intervencion confirmo que las dificultades més persistentes en el aprendizaje de la
funcion lineal son de naturaleza semiotica y no procedimental. Los estudiantes del Centro de
Educacion El Recreo podian operar con relativa competencia dentro del registro algebraico
(calcular pendientes, sustituir valores, identificar parametros en la ecuacién) pero fallaban de
manera reiterada cuando se les exigia coordinar ese registro con el grafico, el tabular o el verbal.
Se identifico que la conversién mas compleja para los estudiantes es la que va del registro verbal
al algebraico en contextos de modelacion matematica, al ser ésta una conversion no congruente
que exige identificar en un enunciado los elementos que corresponden a my a b sin que esa

correspondencia sea directa.

Durante la implementacion de las actividades se demostrd que GeoGebra puede actuar
como un mediador semidtico que externaliza la conversion entre registros y la hace visible y
manipulable. Esta funcion descrita por Artigue (2002) en términos de instrumentacion, fue
documentada en las tres sesiones: los estudiantes que usaron el software con mayor
intencionalidad fueron los que mostraron avances mas solidos en las conversiones entre el
registro algebraico y el grafico. Sin embargo, la investigacion también documento que la
coordinacion construida con GeoGebra no siempre se transfiere a la coordinacion sin GeoGebra.
La comprension del concepto en la categoria C3c (comprension que se sostiene sin el mediador
tecnoldgico) fue alcanzado de manera solida solo por un caso focal (EF3) y de manera incipiente

por dos mas (EF2 y EF6). Para el resto del grupo, GeoGebra siguio6 siendo una condicion
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necesaria para la coordinacion entre registros y no un medio para comprender el objeto

matematico de forma autonoma.

El registro verbal fue el mas dificil de abordar durante toda la intervencion. La mediacion
de la inteligencia artificial como herramienta de retroalimentacion del lenguaje matematico
produjo resultados ambivalentes. Aunque mejoro la precision de las explicaciones escritas de
varios estudiantes, pero no siempre implico una reorganizacion conceptual genuina. La
distincion entre mejora terminoldgica superficial y reformulacion conceptual autbnoma es
metodoldgicamente relevante y debe ser incorporada en el disefio de futuros estudios que

integren herramientas de IA en el proceso de aprendizaje matematico.

Sobre la construccién cognitiva

La teoria APOE demostr6 ser un marco analitico de alta precision para caracterizar el
grado de comprension matematica de los estudiantes y para orientar el disefio de intervenciones
que promuevan las transiciones entre estructuras mentales. La descomposicion genética inicial
cumplié su funcién como hip6tesis de trabajo al orientar el disefio de las secuencias didacticas y
anticipar con precision las estructuras mentales predominantes del grupo. Sin embargo, los datos
empiricos obligaron a dos ajustes sustanciales que se evidenciaron en una descomposicion

genética refinada méas coherente con la realidad encontrada al implementar la intervencion.

Se realizaron ajustes en torno a la estructura mental Proceso, haciendo una distincion de
la estructura mental Proceso emergente, que depende de GeoGebra como condicidn necesaria
para sostener la coordinacion entre registros, y una estructura mental Proceso consolidada, que se
mantiene de manera autbnoma sin ese andamiaje. En cuanto a la encapsulacion se sefiala que no
ocurre de forma global y simultanea en todos los registros, sino de manera diferenciada por

categoria semiotica, lo que la descomposicion genética refinada denomina encapsulacion parcial
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o diferenciada por registro, evidenciada en el intermedio de la estructura Proceso consolidado y

Objeto emergente que inicialmente no fue contemplaba.

Respecto a la estructura mental Esquema, la descomposicion genética inicial la describia
principalmente en términos de fluidez entre registros; la evidencia empirica sugiere que esa
fluidez, aunque necesaria, no es suficiente pues la coherencia esquematica requiere ademas la
capacidad de establecer conexiones entre la funcion lineal y estructuras matematicas mas
amplias, como la proporcionalidad directa, la variacion y los sistemas de ecuaciones, condicion
que solo el caso EF3 comenzd a mostrar de forma incipiente al cierre de la intervencion. Estos
ajustes no invalidan la descomposicion genética inicial, sino que la precisan a partir de la

evidencia, siguiendo el proceso ciclico que toda investigacion con APOE exige.

Los datos de la intervencion permitieron identificar con precision las condiciones bajo las
cuales se activaron los mecanismos de construccion cognitiva descritos por la teoria APOE. La
interiorizacion se evidencid a través de tres indicadores observables: la anticipacion del efecto de
los parametros sin ejecutar el calculo, la inversion espontanea del proceso de conversion en
sentido grafico—algebraico y la formulacion de generalizaciones que trascendian el caso
particular. Este mecanismo se activo de manera asimétrica, primero en la direccion
algebraico—qgrafico mediado por GeoGebra y solo mas tarde en las demas direcciones, lo que
confirma que la interiorizacion sigue la secuencia de experiencias del disefio y no avanza de

forma homogénea en todas las categorias semioticas.

La encapsulacion, en cambio, fue el mecanismo mas dificil de activar: solo EF3 mostro
indicios solidos, con evidencias parciales en EF2 y EF6, y sus indicadores mas fiables fueron la
justificacion del paralelismo sin graficar y la interpretacion contextual de la pendiente como tasa

de cambio con unidades en un escenario nuevo. La ausencia generalizada de encapsulacion no
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sefiala un fallo del disefio sino un limite temporal que la literatura especializada ya anticipa: este

mecanismo requiere mas experiencias diversificadas de las que tres sesiones pueden garantizar.

La intervencion produjo una progresion real de la estructura mental A hacia la estructura
mental P en la mayoria de los casos focales, aunque con alcances y velocidades distintas. El
avance mas frecuente fue la interiorizacion de la formula de la pendiente como razén de cambio
(no solo como algoritmo a aplicar) y la identificacion directa de m y b desde la representacion
grafica sin necesidad de calcular punto a punto. Estos dos avances son coherentes con la
descripcion que la teoria APOE hace de la estructura mental P donde el estudiante puede
anticipar resultados, invertir el proceso y razonar sobre la funcién como una relacion global entre

conjuntos.

La estructura mental O fue alcanzada de manera parcial: EF6 la evidencio en las
categorias C1, C2 y C4, mientras que EF3 la alcanz6 en C2, C3 y C4 y ademas mostrd indicios
de Esquema en Cb5. Este resultado es consistente con la observacion de Arnon et al. (2014) sobre
la dificultad de la encapsulacion: es el mecanismo cognitivo mas exigente en la construccion del
concepto y requiere de una cantidad de experiencias ricas y diversificadas que el tiempo acotado

de la intervencion (tres sesiones) no pudo garantizar para todos los estudiantes.

El caso EF3 representa el mayor progreso de la intervencién: partiendo de una estructura
mental inicial en transicion de A—P, fue el unico estudiante que alcanzo a evidenciar aspectos
de la estructura mental Esquema emergente al finalizar, con logro de estructura mental Objeto o
superiores en todas las categorias semidticas y puntaje maximo en la Sesion 3. Que ese avance se
haya sostenido sin GeoGebra en la prueba final y que haya alcanzado elementos de estructura
mental E emergente precisamente en metacognicion semiética (la categoria mas resistente del

grupo) confirma que la reorganizacién cognitiva fue genuina y no dependiente del andamiaje
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instrumental. Su trayectoria evidencia el potencial del disefio pedagogico para producir
comprension esquematica, aunque dado que la estructura mental alcanzada es emergente, un

seguimiento longitudinal seria necesario para confirmar su estabilidad y transferibilidad.

Una de las conclusiones cognitivas mas relevantes del estudio es la heterogeneidad de las
trayectorias de aprendizaje dentro de un mismo grupo. Estudiantes con perfiles iniciales muy
similares en la estructura mental A que tenian las mismas dificultades ante las conversiones no
congruentes, desarrollaron trayectorias notablemente distintas a lo largo de la intervencién. Esta
heterogeneidad no puede explicarse Unicamente por las caracteristicas de la intervencion
pedagogica, pues también puede ser el reflejo de variables individuales como estilos cognitivos,

experiencias matematicas previas o disposicion hacia el trabajo con el software.

Sobre la articulacion TRRS-APOE como marco analitico

La articulacion entre la TRRS y la teoria APOE demostr6 producir un analisis méas
completo y util para la practica pedag6gica que el que cualquiera de los dos marcos podria
generar por separado. La TRRS describe qué tipo de operaciones semioticas implica la
comprension matematica, mientras que la teoria APOE describe como se construyen
mentalmente las estructuras que permiten esas operaciones. Al integrar ambas teorias es posible
responder no solo qué falla en el aprendizaje de la funcion lineal en el contexto especifico, sino

por qué falla y que tipo de intervencion es necesaria para superarlo.

Esta articulacion es coherente con los planteamientos de investigadores como Reyes-
Santander et al. (2023), quienes sefialan explicitamente la necesidad de complementar la TRRS
con otros marcos cognitivos para alcanzar interpretaciones mas completas de la comprension

matematica. El presente estudio aporta evidencia empirica de esa complementariedad en un



141

contexto de basica secundaria y ofrece un modelo de integracion analitica que puede ser

adaptado a otros conceptos matematicos y otros niveles educativos.

La investigacion también aport6 evidencia sobre el valor pedagdgico del analisis previo a
la intervencion como mecanismo de orientacion del disefio didactico. La anticipacion sistemética
de los obstaculos semid6ticos y cognitivos, fundamentada en la literatura y en la descomposicion
genética de la funcion lineal, permitié disefiar secuencias con una progresion de complejidad
coherente y ajustar el disefio entre sesiones a partir de los datos del diario de campo. Este ciclo
reflexivo es la condicion que distingue a la IAE de calidad de la simple aplicacion de
actividades, y su documentacion en este estudio es también una contribucién metodolégica al

campo.
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Recomendaciones
Las recomendaciones que se presentan a continuacion se derivan directamente de los

hallazgos de la investigacion y de las limitaciones que el proceso evidencio.

Para la Practica Pedagdgica en el Aula

Se recomienda incorporar en la planificacion regular actividades que trabajen
explicitamente las conversiones no congruentes, especialmente las que involucran el registro
verbal, avanzando de manera progresiva desde las congruentes hacia las no congruentes
mediante situaciones de modelacion cotidiana. El uso de GeoGebra debe complementarse con
momentos deliberados de trabajo autonomo sin el software, que permitan verificar si la
coordinacion construida con la herramienta se ha interiorizado genuinamente. Finalmente, se
sugiere incorporar el analisis a priori como herramienta habitual de planeacion, preguntandose

antes de cada actividad qué tipo de conversion exige y qué errores pueden anticiparse.
Para el Disefio de Actividades en la Institucion Educativa

La incorporacion de herramientas tecnoldgicas como GeoGebra en la ensefianza de las
matematicas requiere condiciones institucionales que vayan mas alla del acceso al espacio fisico.
Las sesiones mediadas por tecnologia deben estar articuladas por una progresion de aprendizaje

coherente, de modo que cada sesion retome y profundice lo trabajado en la anterior.

Ademas, se considera que la capacidad de interpretar los errores de los estudiantes como
indicadores semioticos y cognitivos exige una formacion docente que trasciende el dominio
disciplinar de las matematicas; por ello se recomienda que las instituciones consideren la

formacion en didactica de las matematicas como una inversion pedagdgica prioritaria.
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Se sugiere documentar y sistematizar la experiencia pedagdégica como insumo
institucional. Los instrumentos desarrollados en este estudio son herramientas de gestion
pedagdgica que las instituciones educativas pueden adaptar para el seguimiento sistematico del
aprendizaje matematico de sus estudiantes. La sistematizacion de la experiencia docente como
fuente de conocimiento, puede contribuir a generar escenarios para reflexionar sobre la practica y

fortalecer estructuras institucionales que valoren el conocimiento generado desde el aula.
Para Investigaciones Futuras

Se recomienda replicar este disefio con mayor numero de sesiones para documentar con
maés profundidad los mecanismos de encapsulacion y el alcance de la estructura mental Objeto.
Seria valioso explorar la articulacion TRRS—APOE en otros conceptos del curriculo de
secundaria, e investigar con mayor especificidad las condiciones bajo las cuales la mediacion de
inteligencia artificial produce reorganizacion conceptual genuina y no solo mejora terminoldgica.
Finalmente, incluir entrevistas individuales con los casos focales a lo largo del proceso
enriqueceria el andlisis al incorporar las interpretaciones que los propios estudiantes construyen

sobre su aprendizaje.
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Apéndice A
Evaluacion Diagnostica
Centro de Educacion El Recreo Grado Noveno

Evaluacion Diagndstica
Funciones Lineales, Registros de Representacion Semidtica (TRRS, Duval)

DATOS DEL ESTUDIANTE
Nombre completo:
Fecha: Tiempo: 60 minutos

OBJETIVO

Identificar los conocimientos previos y las dificultades que presentan los estudiantes de grado
noveno al usar y coordinar los registros de representacion semidtica (grafico, numérico,
algebraico y verbal) en el trabajo con funciones lineales.

INSTRUCCIONES

1. Lee cada pregunta con atencion antes de responder.

2. Enlas preguntas de seleccion multiple, marca con una X la Gnica opcidn correcta.

3. Enlas preguntas abiertas, escribe tu solucion con todo el procedimiento en el espacio
disponible.

4. No se permite el uso de calculadora ni de dispositivos electronicos.

5. Esta prueba tiene carécter diagndstico: no afecta tu calificacion.

Pregunta 1. Observa las cuatro rectas graficadas a continuacion ¢Cuél de las siguientes
descripciones corresponde a una recta con pendiente negativa?

D)
C)

A) | Unarecta que sube de izquierda a derecha.

B) | Una recta completamente horizontal.
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C) | Unarecta que baja de izquierda a derecha.

D) | Una recta completamente vertical.

Pregunta 2. ¢Cual es la pendiente de la recta que pasa por los puntos A (2, 5) y B (6, 13)?

A |m=3
B) |lm=2
C) | m=4
D) |m =%

Pregunta 3. A partir de la observacion de la siguiente grafica, ¢Cudl es su ecuacién
algebraica?

A |y =3x+2
B) |y =-3x -2
C) |y =3x -2
D) |y = 2x — 3

Pregunta 4. Dada la funcion f(x) = 2x + 1, calcula los valores de f(x) para x € {-2, -1, 0, 1,
2, 3} y organizalos en una tabla. Con los valores de la tabla, traza la grafica de la funcion en la




154

hoja cuadriculada, identifica y da nombre a los ejes y sefiala el punto donde la recta corta el
ejey.

Pregunta 5. Una empresa de alquiler de bicicletas cobra un costo fijo de $5.000 y $2.000
adicionales por cada hora de uso. Escribe la ecuacion que modela el costo total C segun las
horas h de uso, identifica cual es la pendiente y cual es el intercepto, y calcula cuanto costaria
alquilar la bicicleta por 3 horas y por 5 horas.
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Al analizar la prueba diagndstica se construye para cada caso focal un perfil de una sola linea: qué categorias activé, qué tipo de

conversion falla, en qué estructura mental APOE opera predominantemente. Este perfil guia la seleccion de los casos focales.

Estructura Error Estructura
Categoriade Proceso TRRS Mental A Estructura Mental o , mental
- Item(s) . diagndéstico més
analisis evaluado predominante P emergente frecuente observada
esperado (A/PIO/E)
C1 Conversion P1, P3, P1: Grafico — Describe Relaciona signo de Llama “mayor
entre registros  P5 Verbal (efecto de 'sube/baja’ sin m con direccion pendiente” a la
m). P3: Grafico —» lenguaje visual. Identifica recta casi vertical.
Algebraico (leer m  matematico. my b desde la Confunde b con
y b). P5: Verbal - Calcula punto a gréfica sin calcular.  un valor de x.
Algebraico punto sin Distinguemy b Invierte m y b:
(modelacion identificar mni b  desde enunciado toma el valor
contextual) directamente. verbal. constante como
Confunde valor pendiente.

C2 P2, P4
Tratamiento

dentro del

registro

P2: Numérico —
Algebraico
(formulam =

Ay /Ax). P4:
Algebraico —
Tabular — Grafico
(cadena de
tratamientos)

fijo con tasa de
cambio.

Aplica la formula
mecanicamente.
Construye la
tabla item a item.
Comete errores
de escala al
graficar.

Razona por qué

Ay estaen el
numerador. Puede
anticipar la forma de
la recta antes de
graficar todos los
puntos.

Inversion Ax/
Ay. Error de
signo con
coordenadas
negativas. Marca
puntos aislados
sin percibir la



C3 Obs.
Coordinacion  durante
mediada por P1-P4
GeoGebra

C4 Registro Obs.

verbal como durante
articulador P5

C5 —
Metacognicion
semiética

Observacion del
comportamiento
del estudiante al
usar GeoGebra
durante la
aplicacion:
Jverifica
resultados (C3a) o
los anticipa (C3b)?

Calidad del
lenguaje
matematico usado
al resolver P5
(modelacion
verbal): ;usa
términos precisos
0 cotidianos?
carticulamy b
con sus
significados?

No se evalta con
item especifico en
la diagnostica.
Requiere
estructura mental

Usa GeoGebra
solo para dibujar,
sin relacionar el
resultado visual
con los
parametros
algebraicos.

Usa lenguaje
exclusivamente
cotidiano (“el
precio sube”,
“empieza en”).
No articula los
registros verbal y
algebraico.

El estudiante no
identifica sus
propias
dificultades ni las
comenta.

Usa GeoGebra para
verificar si su
calculo manual
coincide con la
representacion
gréfica.

Incorpora términos
como “tasa de
cambio” o 'valor
inicial'. Intenta
conectar el
enunciado con la
ecuacion.

El estudiante
comenta
espontaneamente en
qué item tuvo
dificultad o por qué

recta como
totalidad.

No establece
relacién entre la
manipulacion del
software y los
valores
NUMEricos 0
algebraicos.

Confunde la
descripcion del
contexto con la
estructura
algebraica. No
diferencia el
significado de m
del debenel
enunciado.

Ausencia total de
autoconciencia
sobre el propio
proceso de
resolucion.
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O/E. Se registra en
el diario de campo
si emerge
espontaneamente
durante la
aplicacion.

eligiod cierta
estrategia.
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Apéndice B

Secuencias didacticas

Centro de Educacion El Recreo Grado Noveno

Secuencia Didacticas
Funciones Lineales, Registros de Representacion Semidtica (TRRS, Duval), APOE

Informacién general

Concepto matematico: Funcion lineal, pendiente de una recta y sus aplicaciones

Grado o Nivel: Grado Noveno 9° de basica secundaria
Objetivo general: Comprender el concepto funcidn lineal, su relacion con la pendiente de

una recta y sus aplicaciones, a través de la conversion y tratamiento entre diferentes registros
de representacion semidtica (grafico, algebraico, numérico y verbal), utilizando el recurso

digital GeoGebra.

Objetivos Especificos:
o ldentificar el nivel de inclinacion de una recta a partir de su representacion grafica,

realizando una presentacion intuitiva del concepto de pendiente (Registro Grafico <>
Verbal).

e Calcular la pendiente de una recta a partir de dos puntos dados, transformando la
informacidn del registro numérico a la representacion de la funcién en el registro
algebraico, y viceversa (Registro Numérico <> Algebraico).

e Relacionar el concepto de pendiente a partir de los parametros de la ecuacion de la recta
y = mx + b y aplicar dicho concepto para resolver de manera grafica problemas en

contextualizados. (Registros algebraico, grafico y verbal.

Sesion 1: Exploracion gréafica y nocién de inclinacion

Duracion: 120 minutos

Contenido a abordar: Presentacion del concepto de pendiente como "inclinacion™ o "tasa de
cambio”, desde la exploracion de la forma como los estudiantes los estudiantes perciben
dicho pardmetro en la representacion grafica de la funcion lineal y su utilidad en la

descripcion de fenébmenos de aumento o disminucion.




159

1. Actividad inicial: "¢ Qué tan inclinada esta la recta?"* (15 minutos)

a)  Se pide a los estudiantes que ingresen al siguiente applet de Geogebra:

https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/umkhjtub. Este applet presenta el
movimiento de un ciclista cuya ruta puede ser modificada por el estudiante manipulando el

deslizador m.

b)  El docente solicita a los estudiantes que modifiquen los valores para el deslizador my
observen los cambios generados en la trayectoria del ciclista.
c) Se pide a los estudiantes responder las siguientes preguntas:

¢Qué ocurre con la inclinacion de la recta cuando aumentas el valor de m?

¢Qué ocurre cuando disminuyes el valor de m?

¢Qué pasa cuando m=0? ;C6omo se ve la ruta del ciclista?

2.  Exploracion guiada con GeoGebra: Jugando con la Inclinacion (25 minutos)
a)  Sepide a los estudiantes ingresar al software GeoGebra

https://www.geogebra.org/classic?lang=es y utilizando las herramientas punto y segmento de

recta, trazar una recta uniendo dos puntos cualesquiera (A'y B).

b)  Mover el punto B (0 A) y observar la forma en que varia la inclinacion de la recta.

c)  Solicitar a los estudiantes que tracen varias rectas que "suban™ mucho, "suban" poco,
"bajen", sean "horizontales™ y/o "verticales".

d)  Plantear a los estudiantes preguntas como: ";,C6omo se puede describir la direccién de la
recta en cada caso? ;Qué hace que la recta suba o baje mas rapido?".

e)  Presentar el cambio de los valores en y como “variacion vertical” y el cambio de los
valores en x como “variacion horizontal” de forma intuitiva. Pedir a los estudiantes que

cuantifiquen estas variaciones utilizando la cuadricula de GeoGebra.

3. Formalizar ideas: Sube/Baja y Avanza (25 minutos)
a)  Utilizando las rectas dibujadas en GeoGebra durante la actividad anterior, pedir a los
estudiantes que identifiquen el cambio vertical y el cambio horizontal entre dos puntos de

coordenadas.



https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/umkhjtub
https://www.geogebra.org/classic?lang=es
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b)  Introducir el concepto de pendiente como la razén entre el cambio vertical y el cambio

. cambio en
horizontal; m = ==Y
cambio en x

c)  Calcular las pendientes de las rectar dibujadas con esta férmula.
d)  Utilizar la herramienta "Pendiente” de GeoGebra verificar los valores calculados
realizados manualmente.

e) Identificar cuando una pendiente es positiva, negativa, cero e indefinida.

4. Discusion Grupal: ¢Queé es la Pendiente? (10 minutos)

El docente propicia un espacio de dialogo donde los estudiantes pueden compartir sus
experiencias y apreciaciones sobre el concepto de pendiente de una recta y la forma en que
condiciona la inclinacion y direccion. Se retroalimenta a los estudiantes promoviendo el uso de

vocabulario matematico.

5. IA como mediador del aprendizaje en el registro verbal (25 minutos)

a) Solicitar al estudiante que escriba con sus propias palabras qué significa que una recta
sea mas 0 menos inclinada.

b) Utilizar la IA para que cada estudiante pueda revisar su explicacion. Para ello ingresara

a: https://chatgpt.com/ y escribira el siguiente prompt: “Revisa mi explicacion sobre la

inclinacion de una recta. Dime si es clara y correcta. Si es incompleta, dime qué idea
deberia agregar, pero NO me des la explicacion final.”

c) En el caso que la explicacion deba mejorarse el estudiante la reescribe y vuelve a
preguntar a la 1A si la nueva redaccion ha mejorado los puntos sefialados utilizando el
siguiente prompt: “Verifica nuevamente mi respuesta segun lo que me sugeriste
anteriormente”

d) Posteriormente se solicita al estudiante que copie alguna de las descripciones realizadas
en el punto 3 de la secuencia sobre una recta que “sube” o “baja” y pida a la 1A que
revise si esta descripcion utiliza un lenguaje matematico adecuado. Para ello debe
escribir el siguiente prompt: “Lee mi descripcion de la recta. ¢Estoy usando términos
matematicos correctos? Dime qué palabras son poco claras y cdmo podria mejorarlas, sin

cambiar mi idea.”



https://chatgpt.com/
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Recursos Didacticos:

Proyector o tablero interactivo (televisor).

Computadores/tabletas con acceso a GeoGebra (descargado o version web) y
https://chatgpt.com/.

Hojas cuadriculadas (para apoyo visual si es necesario).

Evaluacion Interactiva en Geogebra (20 minutos):
Se pide a los estudiantes ingresar a la evaluacion a través del siguiente enlace:

https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/g4rycwed. Se entrega una hoja de papel a

cada estudiante donde debe registrar las operaciones, procedimientos o ideas que utiliz6 para

Ilegar a la respuesta.

Observacion directa: Registro de desempefio y observaciones relevante en el diario de campo.

Rubrica: Se analiza el desempefio del estudiante desde el punto de vista semidtico en el uso de
los RRSS de la funcién lineal y la estructura mental evidenciada el desarrollo de las

actividades.

Sesion 2: Pasar de puntos en el plano a la ecuacién formal de la recta

Duracion: 120 minutos

Contenido a abordar: Se formaliza el concepto utilizando la formula de la pendiente a
partir de coordenadas, la relacion de la pendiente con la ecuacion de larectay = mx + b, y

el significado de esta en la ecuacion.

Actividades:
1.  Retomando la actividad anterior: Férmula de la Pendiente (30 minutos)
a) El docente hace un repaso breve del concepto de pendiente tratado en la sesion 1.

b) Se introduce formalmente la formula de la pendiente usando las coordenadas de dos

2-Yy

puntos: m =
X2—X1

c) El docente propone diferentes ejemplos, dados dos puntos numéricos (Ej. (3,4) y

(6,10)), solicita a los estudiantes aplicar la formula para calcular el valor de la pendiente.



https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/g4rycwed
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d) Trazar la recta que une esos puntos en Geogebra, utilizar la herramienta “Pendiente”
para obtener el valor en la aplicacion y comparar con el valor calculado con la formula en

el punto anterior.

IA para validar la conversion numérica — algebraico
e) Después de calcular la pendiente con la formula y verificarla en GeoGebra, el
estudiante explica con sus palabras (escrito corto) como paso de los puntos a la pendiente.

f) Luego revisara su explicacion con la IA. Para ello ingresara a: https://chatgpt.com/y

escribird el siguiente prompt: “Analiza mi explicacion. ;Estoy explicando correctamente

como paso de los puntos a la ecuaciéon? Dime si falta justificar algin paso.”

2. LaPendiente en la Ecuacion de la Recta: y = mx + b (35 minutos)
a) Se presenta la ecuacién de la recta: y = mx + b sefialando la relacién entre la
pendiente y el intercepto.
b) El estudiante debera introducir en la barra de entrada de la vista algebraica de
Geogebra la ecuaciony = mx + b y observar lo que sucede en la vista grafica.
c) Pedir a los estudiantes que utilizando la herramienta deslizador, generen uno para la
variable m y uno para la variable b.
d)  Manipular el deslizador de my observar como cambia la inclinacién de la recta,
analizando si los cambios hacen que este mas o menos inclinada, sube o baja. Discutir como
el valor de m determina visualmente la naturaleza de la recta.
e) Manipular ahora el deslizador de b. Analizar el desplazamiento vertical y enfatizar en
que no hay cambios en la inclinacion de la recta. Propiciar que los estudiantes intuitivamente
identifiquen que 'b’. representa el intercepto con el eje y.
f)  Proponer ejercicios de ejemplo:
- A partir de la ecuacion y = 4x — 3, identificar los valores de my b, graficar en
GeoGebra y verificar utilizando la herramienta pendiente.
- Dada una grafica en GeoGebra, identificar m y b y escribir la ecuacion.
IA para identificar errores conceptuales
g) Pedir al estudiante que explique con sus palabras qué representa m y qué representa b

en la ecuacion y = mx + b, redactando un texto corto.



https://chatgpt.com/
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h) El estudiante solicitara a la A que revise su explicacion utilizando el siguiente prompt:
“Revisa mi explicacion sobre m y b. Si hay un error, dime en qué parte esta, pero NO
lo corrijas.”

En caso de necesitar ajustes, el estudiante corregird y verificara nuevamente su
respuesta.
3. Construyendo rectas: Pasar del Contexto a la Ecuacion (35 minutos)
a) El docente propone problemas sencillos en forma verbal donde la pendiente y el
intercepto se pueden inferir. Por ejemplo:
"Una empresa de alquiler de bicicletas cobra un costo fijo de $5.000 y $2.000 por cada hora
de uso. Siy es el costo total y x son las horas, escribir una ecuacion que sirva para modelar
la situacion. ¢Cual es la pendiente y qué significa?"
"Un tanque de agua tiene 500 litros y se vacia a razon de 10 litros por minuto. Escribir la
ecuacion que represente la cantidad de agua en el tanque (y) en funcion del tiempo (x). ¢Cual
es la pendiente y qué representa?"

b)  Solicitar a los estudiantes que propongan una ecuacion que permita solucionar cada

problema y realice la gréfica en GeoGebra para visualizar el comportamiento.

IA para estructurar y corregir la explicacion del modelo matematico

c) Después de resolver el problema contextual, el estudiante explica de forma escrita qué
significa la pendiente en ese contexto.

d)  El estudiante pide a la IA que revise si tu interpretacion es correcta utilizando el
siguiente prompt: “Lee mi interpretacion de la pendiente en este problema. ¢ La estoy

relacionando correctamente con el contexto?”

Recursos Didacticos:

Proyector o tablero interactivo (televisor).

Computadores/tabletas con acceso a GeoGebra (descargado o version web) y
https://chatgpt.com/.

Guias de trabajo con ejercicios de calculo de pendientes y escritura de ecuaciones.

Hojas cuadriculadas (para apoyo visual si es necesario).
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Evaluacion Interactiva en Geogebra: (20 minutos) Se pide a los estudiantes ingresar a la
evaluacion a través del siguiente enlace:

https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/frgajdau

Se entrega una hoja de papel a cada estudiante donde debe registrar las operaciones,

procedimientos o ideas que utilizo para llegar a la respuesta.

Observacion directa: Registro de desempefio y observaciones relevante en el diario de campo.
Rubrica: Se analiza el desempefio del estudiante desde el punto de vista semi6tico en el uso de

los RRSS de la funcidn lineal y la estructura mental evidenciada el desarrollo de las actividades

Sesion 3: Modelado matematico de la pendiente y aplicacidén en problemas reales

Duracion: 120 minutos

Contenido a abordar: En esta Gltima sesion se espera que el estudiante aplique el concepto de
pendiente para identificar propiedades geométricas de las rectas como el paralelismo y
perpendicularidad. También se proponen problemas en contextos variados que pueden ser
resueltos con un modelo de funcion lineal, integrando todas las representaciones semidticas del

concepto matematico.

Actividades

1. Pendiente en rectas paralelas y perpendiculares (25 minutos)
a) Rectas Paralelas: Solicitar a los estudiantes que tracen una recta cualquiera en
GeoGebra. Pedir que tracen otra recta paralela a la primera usando la herramienta "Recta
paralela”. Medir la pendiente de ambas rectas utilizando la herramienta "Pendiente™.
Plantear la siguiente pregunta: "; Qué observan sobre las pendientes de las rectas
paralelas?". Se busca que los estudiantes desde la observacion identifiquen que las
pendientes de ambas rectas tienen el mismo valor. m; = m,
b) Rectas Perpendiculares: Realizar el mismo proceso anterior con rectas

perpendiculares utilizando la herramienta "Recta perpendicular”. Medir las pendientes con



https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/frgajdau
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la herramienta “Pendiente”. Orientar a los estudiantes para que el producto de las

pendientes de rectas perpendiculares es m; * m, = —1.

c) Proponer otros ejercicios sencillos: dados dos pares de puntos, determinar si las rectas

que los unen son paralelas, perpendiculares o ninguna, aplicando el producto de pendientes.

IA para justificar paralelismo y perpendicularidad

d) El estudiante escribira una explicacion de por qué dos rectas son paralelas o

perpendiculares usando el concepto de pendiente.

e) Luego revisara esta explicacion con la IA utilizando el siguiente prompt: “Revisa mi

justificacion. ¢ Es suficiente para demostrar que las rectas son paralelas o
perpendiculares?”.
2. Reto: Proponiendo modelos con pendientes (60 minutos)
Se divide a los estudiantes en grupos de dos o tres. Se asigna a cada grupo alguno de los
siguientes escenarios para ser modelado por una recta:
« Crecimiento de una planta: altura vs. dias.
« Consumo de gasolina de un vehiculo: litros en el tanque vs. kilémetros recorridos.
+ Costo de un servicio de internet: costo mensual vs. velocidad contratada.
 Temperatura de un objeto enfriandose: temperatura vs. tiempo.
Actividades grupales para desarrollar:
a) Lectura del problema: aplicacion del registro verbal.
b) Identificar los datos y el tipo de relacion por ejemplo crecimiento, decrecimiento,
variacion constante.
c) Determinar la pendiente y el intercepto: aplicacion del registro numérico.
d)  Escribir la ecuacién de la recta que modela la situacion. Aplicacion del registro
algebraico.
e) Graficar la recta en GeoGebra para visualizarla: aplicacion del registro grafico.
IA durante el trabajo grupal de modelacion
f)  Interpretar el significado de la pendiente en el contexto del problema y escribir una
explicacion corta que puedan exponer a sus comparneros.
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g) Antes de exponer, cada grupo debe revisar su explicacion con la IA para asegurarse de
que sea clara y coherente. Para ello utilizaran el siguiente prompt: “Revisa nuestro modelo
matematico. ;La ecuacion, la grafica y la explicacion son coherentes entre si?”
h)  Exponer sus hallazgos al resto de la clase, explicando el proceso que aplicaron en la
solucion.
3. Reflexion final: Pendientes en el mundo real (15 minutos)
El docente propicia una discusion grupal si es posible de tipo mesa redonda en torno a las
siguientes preguntas:
- ¢En qué situaciones de la vida real es util conocer el concepto de pendiente?
- ¢Como les ayudd GeoGebra a entender qué es la pendiente?
- ¢Cual es la forma mas fécil o dificil (gréfica, numérica, verbal, ecuacion algebraica)

para representar una funcion lineal y por que?".

Recursos Didacticos:

Proyector o tablero interactivo (televisor).

Computadores/tabletas con acceso a GeoGebra (descargado o version web) y
https://chatgpt.com/.

Guias de trabajo con los escenarios de problemas para cada grupo.

Evaluacion Interactiva en Geogebra (Grupal): (20 minutos).

Se pide a los estudiantes ingresar a la evaluacion a través del siguiente enlace:
https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/hgvu7x6r

Se trabajara una evaluacion de tipo grupal en los mismos grupos organizados anteriormente.
El docente hace entrega de una hoja de papel a cada grupo donde deben registrar las

operaciones, procedimientos o ideas que utilizé para llegar a la respuesta.

Observacion directa: Registro de desempefio y observaciones relevante en el diario de campo.
Rubrica: Se analiza el desempefio del estudiante desde el punto de vista semiotico en el uso de
los RRSS de la funcion lineal y la estructura mental evidenciada el desarrollo de las

actividades.



https://www.geogebra.org/m/zzyxcz83#material/hgvu7x6r

Rubrica de Evaluacion de la Secuencia Didactica

Esta rabrica captura la evolucidn semiotico-cognitiva sesion a sesidn, no solo el resultado de las actividades. Cada criterio

corresponde a una categoria TRRS y a un rango de estructuras mentales APOE esperadas 0 emergentes en esa sesion.

Escala de Valoracion (aplica a las tres sesiones)
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Nivel  Puntaje  Rango Descripcion cualitativa
90100 Demuestra comprension articulada del criterio sin errores conceptuales significativos.
Superior 4 o Evidencia de estructura mental O o E: puede operar sobre la funcién como entidad o
0 . . . ;-
coordinar registros con autonomia estratégica.
Comprensién adecuada con errores menores no conceptuales. Evidencia de transicion A—P
Alto 3 75-89 % o consolidacion de la estructura mental P: anticipa, puede invertir el proceso, articula
globalmente.
BAsico ) 55 74 0 Comprensidn parcial. Avanza con orientacion. Evidencia de estructura mental A consolidada
— 0 ey P . . .. . .
con indicios esporadicos de P: ejecuta procedimientos pero no puede anticipar ni generalizar.
. No alcanza el criterio. Requiere refuerzo especifico. Evidencia de estructura mental A sin
Bajo 1 0-54 %

indicios de interiorizacion: depende de instruccion explicita para cada paso.

Instrucciones de Uso

Cada rubrica integra los tres instrumentos sefialados en la secuencia didactica correspondiente: Evaluacion interactiva en GeoGebra se

registra el porcentaje obtenido en el applet de cada sesidn, observacion directa el docente registra lo observado mientras circula

durante las actividades en el diario de campo y rubrica de evaluacion que analiza el alcance de indicadores especificos y observables

de cada sesion.



Rubrica Analitica Sesidn 1: Exploracion grafica y nocion de inclinacion
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Objetivo analitico de la sesion: Identificar si los estudiantes construyen un vinculo genuino entre el nimero my la percepcion

visual de la inclinacion, o solo memorizan la regla m positivo = sube. Documentar la modalidad de uso de GeoGebra (C3a/b/c) y los

primeros usos del registro verbal matematico (C4).

Superior (4) Baésico (2) Bajo (1)
. . o Alto (3) Estructura
Categoria Actividad / criterio Estructura Transicién Estructura mental A Pts 14
TRRS-APOE evaluado mental P/O mental A oo
A—P ) sin indicios
emergente consolidada
de avance
C1 Grafico — Verbal: Describe todos Describe la Describe rectas  No puede
Conversion descripcion de la direccion  los tipos de mayoria de las  ascendentes y describir la
entre registros e inclinacion de rectas rectas con rectas. Un descendentes. direccion con
(ascendente, descendente,  vocabulario error en casos  Dificultad con intencion. No
horizontal, casi vertical) preciso limite horizontales o cuantifica las
usando vocabulario (pendiente, (horizontal o verticales. variaciones.
matematico. inclinacion, tasa  casi vertical).  Cuantificacion
Cuantificacion de 4y y Ax  de cambio). Cuantificacion  imprecisa.
en la cuadricula. Cuantifica con
Ay y Ax imprecision
correctamente. menor.
C2 Célculode m = Ay/Ax Calcula Calcula la Aplica la No aplica la
Tratamiento desde rectas trazadas en correctamente mayoria de las  formula pero formula
dentro del GeoGebra (Act. 3). todas las pendientes. invierte Ay/Ax  correctamente.
registro Incluye casos con pendientes, Uno o dos 0 comete errores  No establece
pendiente positiva, incluyendo errores de frecuentes de relacion entre



C3
Coordinacion
mediada por
GeoGebra

C4 Registro
verbal como
articulador

negativa, cero e
indefinida.

Modalidad de uso del
applet del ciclista y
GeoGebra Classic (Act. 1
y 2): ¢verifica (C3a) o
anticipa y formula
conjeturas (C3b)?

Explicacion escrita de la
inclinacién revisada con
IA (Act. 4-5): version
inicial vs. version revisada
con sugerencias de la 1A.

valores
negativos.
Distingue los
cuatro casos.
Verifica en
GeoGebra con
resultados
coincidentes.

Manipula el
deslizador m
anticipando el
efecto antes de
moverlo. Usa
GeoGebra para
formular
conjeturas
(explorador,
C3b). Verbaliza
la relacion
numero-
inclinacion.

La version final
usa términos
precisos
(pendiente, tasa
de cambio,
inclinacion) y
distingue rectas
ascendentes de
descendentes. La
IA confirma
claridad o el

signo o

aritméticos.
Verifica en
GeoGebra.

Manipula el
deslizador y
describe el
efecto
correctamente.
Usa GeoGebra
como
verificador
(C3a).
Vocabulario
mixto.

Incorpora la
mayoria de las
sugerencias de
lalA. La
version final es
coherente con
una
imprecision
terminologica
menor.

signo. Verifica
en GeoGebra sin
analizar
diferencias.

Manipula el
deslizador pero
describe solo el
resultado visual
sin conectarlo
con el valor de
m. VVocabulario
exclusivamente
cotidiano.

Incorpora solo
algunas
sugerencias. La
version final
mejora respecto
a lainicial pero
persisten
imprecisiones.
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el calculo
manual y el
resultado de
GeoGebra.

No manipula
el deslizador
con intencion.
No establece
relacién entre
my la
inclinacion
visible.

No usa las
sugerencias de
lalA
efectivamente.
La version
final no
muestra
mejoras
significativas.
No incorpora
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estudiante vocabulario
corrige el error matematico.
sefialado.
C5 No se evalta con actividad El estudiante El estudiante El estudiante Sin evidencia
Metacognicion especifica en S1. Se comenta hace algun solorespondea  de
semiotica registra en el diario de espontaneamente  comentario preguntas autoconciencia
campo (12) si el estudiante y con precision general sobre directas del sobre el propio
comenta espontaneamente  en qué tipo de su dificultad docente sobre proceso. No
en qué registro tiene conversion tiene  sinvincularlo a sus dificultades.  emerge en el
dificultad. dificultad un registro diario.
(indicador especifico.

temprano de
estructura mental
O/E).

Puntaje maximo por sesion: 20 pts (5 criterios x 4). El puntaje es una sefial analitica que orienta la busqueda de patrones en el diario
de campo (12); no se usa como nota.

Rubrica Analitica Sesidn 2: De los puntos a la ecuacion formal de la recta

Objetivo analitico de la sesion: Documentar si los estudiantes interiorizan la formula de m como proceso (razén de cambio) o la

usan como algoritmo mecanico. Verificar si la modelacion verbal —algebraico (conversion no congruente de alta dificultad) evidencia

avance.
. - Bajo (1)
Categoria . o Superior (4) Alto (3) Basico (2) Estructura
Actividad / criterio Estructura N Estructura
TRRS- Transicion mental A Pts 1-4
evaluado mental P/O mental A Lo
APOE A—P ) sin indicios
emergente consolidada
de avance
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C1

Conversioén

entre
registros

C2

tratamiento

dentro
registro

del

Dos criterios: (a)
Algebraico « Grafico
con deslizadores (Act.
2): efecto de m y b. (b)
Verbal — Algebraico:
modelacién contextual
bicicletas y tanque (Act.
3).

Célculo de m = (y, —
y1)/(x2 — x1) desde dos
puntos con verificacion
Numérico — Algebraico
—  Grafico (Act. 1).
Incluye valores
negativos.

(a) ldentifica con
precision el efecto
de m (inclinacion)
ydeb
(desplazamiento
vertical). Leemy b
desde graficay
escribe la ecuacion.
(b) Identifica
correctamente

my b desde el
enunciado, escribe
la ecuacién con el
signo correcto y
explica el
significado de m
en contexto.

Aplicam =

2 = y1)/(x2 =
x1) Sin errores en
todos los
gjercicios,
incluyendo valores
negativos.
Distingue el orden
correcto de los
puntos. Trazay
verifica en
GeoGebra con
resultados
coincidentes.

(@) ldentificam
y b con un error
menor en la
lecturade b o el
signo. (b)
Formula la
ecuacion con un
error menor.
Explicacion
contextual de m
adecuada.

Aplica la
férmula
correctamente
en la mayoria.
Uno o dos
errores de signo
0 aritmética.
Trazay verifica
en GeoGebra.

(@) ldentifica el
efecto de m pero
confunde el de b.
Escribe la
ecuacion con
erroresenmo b.
(b) Construye la
ecuacion de al
menos uno de los
problemas con
errores en el
signo.

Invierte
numerador/denom
inador o no
respeta el orden
de los puntos.
Verifica en
GeoGebra sin
analizar
diferencias.

(a) No
diferencia el
efecto de m
del de b. No
puede leer m
ni b desde la
grafica. (b) No
logra formular
la ecuacion
desde el
enunciado
verbal. No
identifica cual
valoresmy
cual es b.

No aplica
correctamente
la formula. No
logra trazar la
recta
coherentement
e en
GeoGebra ni
verificar el
resultado.



C3
Coordinacio
n  mediada
por
GeoGebra

C4 Registro
verbal como
articulador

C5
Metacognici
on semidtica

Uso del deslizador para
explorar el efecto de my
b (Act. 2). Verificacion
bidireccional Algebraico

> Grafico: Ja
coordinacién es
verificadora 0

exploradora?

Explicacion escrita de la
conversion Numérico —
Algebraico mediada por
IA (Act. 1): carticula los
registros o describe el
procedimiento
mecanicamente?

No se evalta con
actividad especifica en
S2. Se registraen el
diario de campo (12) si
emergen indicios de
autoconciencia sobre

Anticipa el efecto
del deslizador
antes de moverlo.
Usa GeoGebra
para explorar casos
no propuestos
(explorador, C3b).
Identifica
visualmente my b
sin calcular.

Explica con
claridad y
precision los pasos
de la conversion
del registro
numeérico al
algebraico. La IA
confirma la
claridad o el
estudiante corrige
el error sefialado.
Version final usa
lenguaje
matematico
correcto.

El estudiante
identifica
espontaneamente
queé conversion le
resulté mas dificil
Y por que, sin que

Usa GeoGebra
como
verificador
(C3a): mueve el
deslizador y
confirma su
calculo.
Describe el
efecto con
vocabulario
matematico.

La explicacion
es adecuada con
uno o dos pasos
poco
justificados. La
IA sefiala la
omision y el
estudiante la
corrige
satisfactoriamen
te.

El estudiante
hace alguna
observacion
sobre su proceso
cuando el
docente

Usa GeoGebra
pero no articula lo
que ve con los
valores
algebraicos de m
y b. Descripcion
principalmente
visual.

La explicacion
describe el
procedimiento
mecanicamente
sin articular los
registros. La IA
sefiala varias
mejoras que el
estudiante
incorpora solo
parcialmente.

El estudiante
reconoce que tuvo
dificultad pero no
puede especificar
en qué registro ni
por que.

No establece
relacién entre
la posicion del
deslizador y el
valor
numeérico del
pardmetro. No
verifica con
intencion.

La explicacion
no refleja
comprension
de la
conversion
entre registros.
La IA sefiala
maultiples
problemas que
el estudiante
no logra
corregir.

Sin evidencia
de

autoconcienci
a. No emerge
en el diario ni
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dificultades propias
durante el trabajo con
los deslizadores o la
modelacion.

el docente lo
pregunte (indicador
de estructura
mental O/E

emergente).

pregunta
indirectamente.

ante preguntas
indirectas.
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Puntaje maximo por sesion: 20 pts (5 criterios x 4). El puntaje es una sefial analitica que orienta la busqueda de patrones en el diario
de campo (12); no se usa como nota.

Rubrica Analitica Sesidon 3: Modelado matematico y ciclo completo de registros

Objetivo analitico de la sesion: Identificar las primeras evidencias de estructura mental O (funcion como entidad: paralelismo

como propiedad de los objetos-funcion) y documentar si la comprensidn construida con GeoGebra se sostiene sin él. Observar la

metacognicion semiotica (C5) en la reflexion final.

. - Bajo (1)
Categoria . o Superior (4) Alto (3) Basico (2) Estructura
Actividad / criterio Estructura Y Estructura
TRRS- Transicion mental A Pts 1-4
evaluado mental P/O mental A o
APOE A—P . sin indicios
emergente consolidada d
e avance
C1 Dos criterios: (a) Ciclo (a) El grupo (a) El grupo (a) El grupo (@) El grupo
Conversion  completo grupal Verbal —  completa el completa el construye la no logra
entre Numérico — Algebraico — ciclo completo  modelo con ecuacion o la formular la
registros Gréfico (Act. 2). (b) sin errores: lee  todos los gréafica pero no ecuacion que
Paralelismo y el enunciado, elementos completa el ciclo. modela la
perpendicularidad: Grafico  determinamy requeridos con La explicacion no situacion. El
un error menor.  conecta todos los  ciclo esta

b, escribe la
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C2
Tratamiento
dentro del
registro

— Numérico — Algebraico
(Act. 1).

Verificacion algebraica del
paralelismo (m; = m;) y la
perpendicularidad (mq X
m, = —1) desde pares de
puntos y desde ecuaciones
dadas (Act. 1).

ecuacion,
grafica con
escala adecuada
y la IA confirma
coherencia.
Exposicion
clara. (b) Traza
rectas paralelas
y
perpendiculares
en GeoGebra,
verificam, =
my Yy my X

my, = —1,
justifica
algebraicamente
.LalA
confirma que
articula los
registros.

Calcula m: y mz
desde pares de
puntos sin
errores. Verifica
el

producto m, X
m, = —1 para
perpendicularid
ad. Resuelve
correctamente
todos los

La explicacion
es adecuaday la
IA sefiala una
imprecision que
se corrige. (b)
Verifica el
paralelismo y la
perpendicularid
ad en GeoGebra
y calcula el
producto de
pendientes con
un error
aritmético
menor.

Calcula
correctamente la
mayoria de los
pares de
pendientes. Un
error aritmético
menor en el
producto
mixXma.
Resuelve la
mayoria de los

registros. (b)
Identifica
visualmente el
paralelismo pero
la justificacion
algebraica es
incompleta.

Calcula m: y mz
pero comete
errores frecuentes
de signo. Calcula
mixXmaz
incorrectamente.
No completa
todos los
ejercicios
adicionales.

incompleto.
(b) No
establece la
relacion entre
pendientes
iguales y
paralelismo.
No puede
justificar la
propiedad.

No puede
calcular m; ni
m: desde pares
de puntos. No
entiende la
relacién entre
el producto de
pendientes y la
perpendiculari
dad.



C3
Coordinaci
on mediada
por
GeoGebra

C4 Registro
verbal
como
articulador

GeoGebra como andamiaje
en transicion (C3c): ¢el
estudiante puede coordinar
registros sin GeoGebra en la
prueba final? Se documenta
si la coordinacion se
sostiene cuando el software
no esté disponible.

Interpretacion oral de my b
en contexto: exposicién
grupal del modelo (Act. 2).
¢El grupo explica el
significado de m (tasa de
cambio con unidades) y de
b (valor inicial) en el
escenario asignado?

ejercicios
adicionales.

Completa las
actividades de
paralelismo y
perpendicularid
ad con
GeoGebray
puede anticipar
resultados. En la
exposicion
grupal, coordina
registros
verbales y
algebraicos sin
depender del
software.

El grupo explica
con precision
qué representa
m (tasa de
cambio con sus
unidades) y b
(valor inicial o
fijo) en el
contexto del
escenario.
Responde
preguntas del
grupo
correctamente.

ejercicios
adicionales.

Usa GeoGebra
para verificar
pero puede
explicar las
relaciones
algebraicas sin
el software
cuando se le
pregunta
directamente.

El grupo explica
el significado de
m en su
contexto
correctamente
pero la
diferenciacion
con b es parcial
0 usa lenguaje
impreciso.

Depende de
GeoGebra para
cualquier
afirmacion sobre
paralelismo o
perpendicularidad
. Sin el software,
no puede
justificar las
relaciones.

El grupo
menciona que m
es “la tasa de
cambio” de forma
genérica sin
relacionarlo con
las unidades o el
contexto del
escenario
asignado.
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No logra usar
GeoGebra con
intencion para
verificar
paralelismo o
perpendiculari
dad. La
coordinacion
no se ha
consolidado ni
con el
software.

El grupo no
establece
interpretacion
del significado
demodeben
el contexto. La
exposicion no
menciona los
parametros.



C5 Conversacion de cierre
Metacognic  documentada (14, mesa
ion redonda, ultimos 15 min):

semidtica tres preguntas sobre qué
registro resulté mas dificil,
como ayudo GeoGebray
qué aprendio que antes no

sabia.

Participa
activamente
respondiendo
las tres
preguntas con
argumentos
concretos
vinculados a las
actividades.
Identifica el
registro mas
dificil con un
ejemplo de las
sesiones.
Menciona cémo
GeoGebra
apoyo su
comprension.
(Indicador de
estructura
mental O/E)

Participa
respondiendo al
menos dos
preguntas con
argumentos
coherentes.
Identifica el
registro mas
dificil con
justificacién
general.

Participa con

respuestas cortas.

Identifica el
registro mas
dificil sin
justificarlo con
referencias a las
actividades.

No participa
activamente o
sus
intervenciones
no tienen
relaciéon con
las preguntas
sobre registros
semioticos o
GeoGebra.
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Puntaje maximo por sesion: 20 pts (5 criterios x 4). El puntaje es una sefial analitica que orienta la busqueda de patrones en el diario

de campo (12); no se usa como nota.
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Apéndice C
Evaluacién Final
Centro de Educacion El Recreo Grado Noveno

Prueba Final
Funciones Lineales, Registros de Representacion Semiética (TRRS, Duval), APOE

DATOS DEL ESTUDIANTE
Nombre completo:
Fecha: Tiempo: 90 minutos

OBJETIVO

Evaluar los aprendizajes alcanzados tras la intervencion pedagdgica basada en la TRRS (Duval)
y GeoGebra, verificando el avance en cada habilidad evaluada en la prueba diagnostica: (1)
relacion pendiente - inclinacion, (2) calculo de m desde puntos, (3) lectura de gréficas, (4)
cadena de conversiones algebraico — tabular — gréfico, (5) modelacion verbal — algebraico,
mas las habilidades nuevas trabajadas en la Sesion 3: (6) rectas paralelas y (7) ciclo completo
de registros con transferencia autbnoma.

INSTRUCCIONES
1. Lee cada pregunta con atencion antes de responder.
En las preguntas de seleccion multiple, marca con una X la Gnica opcion correcta.

3. Enlas preguntas abiertas, muestra todos los procedimientos. Las respuestas sin
procedimiento no seran valoradas.

4. No se permite el uso de calculadora ni de dispositivos electronicos.
5. Tiempo: 90 minutos. Trabaja de forma individual.

Pregunta 1. ¢Cual de las siguientes expresiones representa una funcion lineal de la forma
y = mx + b?

A |y =x*+ 2x
B) |y =4

C) |y =3/x
D) [y =V(x + 1)

Pregunta 2. En GeoGebra escribe la funcion y = mx + b usando deslizadores para los
parametros m y b. Si mantienes b = 3 fijo y mueves el deslizador de m de 1 a 4, ;Qué
ocurre con la grafica de la funcion?
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A) | Larecta se desplaza hacia arriba sin cambiar su inclinacion.

La recta se vuelve més inclinada (mas empinada) y continta pasando por el mismo

B) punto en el eje y.

C) | Larecta se vuelve mas planay tiende a ser horizontal.

D) | Larecta se desplaza hacia la derecha manteniendo la misma inclinacion.

Pregunta 3. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos C (-1, 7) y D (3, -1).
¢Cual es el valor correcto?

A | m=2
B) | m= -2
C) lm=1%
D) lm=-%

Pregunta 4. ;Cudl es la ecuacién algebraica que representa la siguiente grafica?

A |y =2x+14

B) |y = —2x — 4

C) |ly=-2x+4
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D)

y = 4x — 2

Pregunta 5. Analiza las funciones f(x) = 3x + 1y g(x) = 3x — 5 enlasiguiente
grafica. ;Qué propiedad geométrica tienen esas dos rectas y por qué?

&

fix)= 3x+1 / /g(x)= 3x-5

35 5 45 L4 s 4 45 2 -5 4 <y o os  { 1s) &t 25 3 a5 & 45 & 85 6 &5 7 15 4 8

A) | Son perpendiculares, porque el producto de sus pendientes es —1.
B) | Son paralelas, porque tienen la misma pendiente (m = 3).

C) | Se cortan en el punto (0, 1), porque tienen el mismo intercepto.
D) | Son la misma recta, porque tienen la misma pendiente.
Pregunta 6. Dada la funcion f(x) = —2x + 4:

a) Calcula los valores de f(x) parax € {—1,0,1,2, 3,4}y organizalos en una tabla.

b) Traza la grafica en la hoja cuadriculada, rotula los ejes e identifica el punto donde la recta
cortael ejey.

c) Escribe qué le ocurre al valor de y a medida que x aumenta y explica a que se debe eso.
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Pregunta 7. Un tanque de agua contiene 500 litros y se vacia a razon de 10 litros por minuto.
a) Escribe la funcion que modela la cantidad de agua Q (en litros) en el tanque segun el
tiempo t (en minutos).

b) Identifica la pendiente y el intercepto e indica qué representa cada uno en esta situacion.

c) Construye una tabla con los valores parat = 0,10, 20,30 y 40 minutos.

d) Traza la gréafica en la hoja cuadriculada y determina algebraicamente en qué momento el
tanque quedara vacio.

Pregunta 8. Elige uno de los siguientes escenarios (el que mas te llame la atencién) y
construye un modelo matematico completo:

(a) crecimiento de una planta en funcion de los dias

(b) consumo de gasolina de un vehiculo segun los kilometros recorridos

(c) temperatura de una bebida caliente que se enfria con el tiempo.

Escribe en tus propias palabras el enunciado del problema con los datos que asumas. Escribe
la funcion lineal que lo modela e identifica m y b con su significado en el contexto. Construye
una tabla con cinco valores. Traza la grafica en la hoja cuadriculada con ejes rotulados.
Responde una pregunta concreta que td mismo formules.




Rubrica de la Prueba Final
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Activida Bésico (2) Bajo (1)
Categoria d/ Superior (4) Alto (3) Transici6n Estructura Estructura
TRRS- criterio  Estructura mental mental A Pts 14
A—P mental A o
APOE evaluad P/O emergente ) sin indicios de
consolidada
0 avance
C1 PF2, PF2: Describe con Realiza Realiza las No logra
Conversion PF4, precision el efecto correctamente la conversiones completar las
entre PF®6, de m segln su signo  mayoria de las congruentes (PF2,  conversiones no
registros PF7, y magnitud; anticipa  conversiones con PF4) pero muestra  congruentes. El
PF8 el deslizador. PF4: uno o dos errores dificultad con las ciclo de PF6 o PF7

Lee my b desde la
grafica con
pendiente negativa y
escribe la ecuacion.
PF6: Cadena
Algebraico —
Tabular — Grafico
— Verbal sin
errores, describe la
pendiente negativa
como razon de
disminucion. PF7:
Ciclo completo
Verbal —
Algebraico —
Tabular — Grafico
con m negativa,
determina
algebraicamente
cuando el tanque

menores (ej. escala
de la gréfica o signo
de m en pendiente
negativa). El ciclo
de PF8 es casi
completo con una
conversion debil.

no congruentes
(PF7) o con la
cadena completa
(PF6). El ciclo de
PF8 esta
incompleto.

estd incompleto.
No produce el ciclo
autonomo de PFS8.
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C2 PF3,
Tratamiento PF5
dentro del

registro

C3 PF2,
Coordinacion PF8
mediada por
GeoGebra

queda vacio. PF8:
Ciclo completo
autébnomo en
escenario nuevo
elegido por el
estudiante, sin
GeoGebra.

PF3: Aplicam =
(V2 = y1)/(x2 =
x1) correctamente
con valores
negativos, sin
errores de signo.
PF5: Identificay
justifica
algebraicamente el
paralelismo (mi=m2)
y lo diferencia del
caso en que las
rectas son la misma
(my=mzyb, =
b,).

PF2: Anticipa
correctamente el
efecto del deslizador
de m en GeoGebra
para un escenario no
visto (transferencia).
PF8: Produce el
ciclo completo
autbnomo sin
GeoGebra, lo que

PF3: Calculam
correctamente en la
mayoria de los
casos; errores de
signo ocasionales.
PF5: Identifica el
paralelismo
correctamente pero
la justificacion
algebraica es
incompleta.

PF2: Describe el
efecto del deslizador
CON un error menor
en casos limite (m =
0 o m muy grande
). PF8: Produce la
mayoria del ciclo sin
GeoGebra pero
necesita el software

PF3: Aplica la
férmula pero
invierte
numerador/denomi
nador o comete
errores frecuentes
de signo. PF5:
Reconoce que las
rectas son paralelas
sin justificar con
las pendientes.

PF2: Asociam
positiva con recta
ascendente pero no
distingue m = 0 ni
m negativa con
claridad. PF8: Solo
puede completar el
ciclo con apoyo de
GeoGebra.

PF3: No logra
calcular la
pendiente desde
coordenadas de
puntos dados. PF5:
No establece
relacion entre
pendientes iguales
y paralelismo.

No establece
relacion coherente
entre el valor de m
y la direccion de la
recta. No puede
coordinar registros
sin GeoGebra.



C4 Registro
verbal como
articulador

C5
Metacognici
6n semidtica

PF6,
PF7

PF8

confirma que la
coordinacion se
sostiene sin la
herramienta
(superacioén de C3c).

PF6: Descripcion
verbal coherente que
explica la pendiente
negativa como razén
de disminucion de y
cuando x aumenta.
PF7: Interpretacion
contextual de

m (tasa de cambio
con unidades) y b
(valor inicial) con
precision. Calcula
algebraicamente
cuéndo el tanque
queda vacio.

PF8: El estudiante
elige un escenario
nuevo, formula una
pregunta concreta
con calculo
algebraico y produce
el ciclo completo
con autonomia sin
GeoGebra. Este
nivel de
transferencia
autbnoma es el

para verificar algun
paso.

PF6: La descripcion
verbal es adecuada
pero no explica la
pendiente negativa
con precision. PF7:
La interpretacion
contextual de m es
adecuada pero la
diferenciacion con b
es imprecisa o el
calculo final tiene un
error menor.

PF8: El ciclo es casi
completo con una
conversion débil (ej.
la descripcion verbal
0 la escala de la
grafica). La pregunta
planteada es
imprecisa pero
relacionada con el
modelo.

PF6: Construye
tabla y grafica
correctamente pero
no produce
descripcion verbal.
PF7: Confunde m
y b al leer el
enunciado pero
propone una
funcidn con
estructura valida.

PF8: Produce
algunos registros
pero el ciclo esta
incompleto o hay
inconsistencias
entre ellos. No
formula una
pregunta concreta
con célculo.
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PF6: No logra
completar la
cadena de
conversiones. PF7:
No logra formular
la funcion que
modela la situacion
verbal.

PF8: No logra
producir
autbnomamente un
modelo con ciclo
completo de
registros en un
escenario nuevo.
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indicador mas solido
de estructura mental
O/E: el estudiante
opera sobre la
funcion como
entidad.

Uso del instrumento: la estructura mental APOE (A/P/O/E) se asigna por categoria considerando el patrén predominante entre los
items que la cubren. La comparacion entre la estructura mental de la diagndstica y la de la prueba final, categoria por categoria,
constituye el analisis comparativo central del Objetivo Especifico 3. Los items PF5 y PF8 son habilidades nuevas no evaluadas en la

diagnostica; se leen solo en la prueba final.




Tabla de trazabilidad prueba diagnéstica — secuencias —prueba final
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Esta tabla garantiza la coherencia vertical de la evaluacion: cada habilidad evaluada en la diagnoéstica es trabajada en una sesion

especifica y reevaluada en la prueba final con mayor nivel de exigencia.

Habilidad Item Sesion y actividad que la  Habilidad reevaluada en la final c : Categoria
evaluada en la : . - ) . Item final
diaanésti Diagnostico trabaja (con mayor exigencia) TRRS
iagnostica
Efecto de men :
S Efecto de m al mover deslizador en
la inclinacion P1 S1 Act. 1-2 (applet GeoGebra: grifico — verbal PF2  Cla, C3
(Grafico « ciclista + trazado libre) . .
(escenario no visto)
Verbal)
Calcular m
desde dos S1 Act. 3 (m=Ay/Ax)y S2  Calcular m con coordenadas
puntos P2 . . PF3 C2
. Act. 1 (férmula formal) negativas
(Numérico —
Algebraico)
Leermyb
desde una S2 Act. 2 (deslizadoresy ~ Leer my b con pendiente negativa y
e - P3 A i~ - PF4 Clb
grafica (Grafico lectura bidireccional) escribir la ecuacion
— Algebraico)
CO?;E{S:J:S(:S S2 Act. 1-2 (ciclo Ciclo completo con descripcion
ygraic P4 bidireccional con verbal del comportamiento de la PF6 C1,C4
ecuacion (Alg. GeoGebra) endiente negativa
—Tab. —Graf.) P g
Modelar S2 Act. 3y S3ACL 2 Modelar ciclo completo con
situacion verbal P5 (bicicletas, tanque, reto P PF7 Cib
., pregunta contextual concreta
con funcion grupal)



lineal (Verbal
— Alg.)

(No trabajado
en prueba
diagnostica)

(Transferencia

autdbnoma)

S3 Act. 1 (rectas
paralelas: mi=m.)

S3 Act. 2 (reto grupal:

ciclo completo)

Identificar paralelismo desde
ecuaciones algebraicas

Ciclo completo autbnomo en
escenario nuevo elegido por el

estudiante
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C1+C2

Clb, C5

Matriz de seguimiento longitudinal por caso focal

Esta matriz integra los puntajes de las tres sesiones y permite rastrear la evolucién de cada estudiante a lo largo de la intervencion.

Los puntajes no se usan como medida estadistica sino como sefiales que orientan la basqueda de patrones en el diario de campo (12), la

rubrica de sintesis (13) y las fuentes documentales analizadas dentro de esos instrumentos.

Categoria Diagnostica o Punto o Puntos o Prueba final
de angétlisis (perf?l APOE) Criterio S1 s 14 Criterio 52 1-4 Criterio 53 (perfil APOE)
Estructura Estructura
mental Sesion 1 Sesion 2 Sesion 3 mental
A/P/O/E A/P/O/E
C1l A/P/O/E  Grafico— Numérico — Ciclo completo: A/P/O/E
Conversion Verbal: Algebraico Verbal —
entre descripcion — Grafico Numérico —
registros de (bidirecciona Algebraico —
inclinacion y | con Grafico.
deslizadores) Paralelismo y



187

C2 A/P/O/E
Tratamiento

dentro del

registro

C3 A/P/O/E
Coordinacion

mediada por

GeoGebra

C4 A/P/O/E
Registro

verbal como

articulador

C5 A/P/O/E
Metacognici
on semiética

direccion de
rectas

Calculo de
m = Ay/
Ax desde
rectas
trazadas en
GeoGebra

Modalidad
de uso:
verificador
(C3a)o
explorador
(C3b) con
applet del
ciclistay
rectas libres

Explicacién
escrita de la
inclinacion
revisada con
IA (version
inicial vs.
revisada)

No se evalua
en S1
(estructura

. Verbal —
Algebraico
(modelacion)

Calculo
dem =
2—y1)/
(x2 —

x1) desde dos
puntos con
valores
negativos

Uso del
deslizador
para explorar
efectodemy
b.
Verificacion
bidireccional
Algebraico
<> QGrafico

Explicacion
de la
conversién
numérico —
algebraico
mediada por
1A

No se evalua
en S2 (se
registra en

perpendicularid
ad

Verificacion
algebraica de
paralelismo
(my=my)y
perpendicularid
ad (my X my =
-1)

GeoGebra como
andamiaje
(C3c): ¢se
sostiene la
coordinacion sin
la herramienta?

Interpretacion
oralde myben
contexto:
exposicion
grupal del
modelo

Conversacién
de cierre (14,
mesa redonda):

A/P/O/E

A/P/O/E

A/P/O/E

A/P/O/E




mental O/E
requerido; se
registra solo
si emerge
espontaneam
ente en el
diario)

diario si hay
indicios de
autoconcienc
ia sobre
dificultades)
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identifica
registro dificil,
justifica con
ejemplos,
menciona rol de
GeoGebra

PUNTAJE
TOTAL
POR
SESION

Nota sobre los puntajes: S1 y S3 evaltan 5 criterios (max. 20 pts). S2 evalta 4 criterios, C5 no aplica en S2 porque requiere
estructura mental O/E, emergente solo en S3 (méax. 16 pts). C5 aparece en la diagndstica y la prueba final solo como perfil APOE
(A/P/O/E), no como puntaje. Los puntajes son sefiales analiticas que orientan la busqueda de patrones en 12 e 13; no se suman para

generar una nota.
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Apéndice D

Formato Consentimiento informado para la institucion educativa

Cartagena, 16 febrero de 2026

Sefor (a)

Jorge Guardo Gonzalez
Coordinador Académico
Institucion Educativa El Recreo
Ciudad

Cordial saludo,

Por medio de la presente me permito solicitar permiso para desarrollar el proyecto de investigacion
titulado “Procesos semidticos y construccion cognitiva en torno al aprendizaje de la funcion lineal:
una investigacion mediada por GeoGebra en noveno grado”, cuyo objetivo principal es “Analizar
la evoluciodn de los procesos de conversion y tratamiento entre registros semidticos y las estructuras
de construccion de pensamiento matematico (Accion, Proceso, Objeto y Esquema) de los
estudiantes de grado noveno del Centro de Educacion El Recreo, durante la implementacion de
secuencias didacticas mediadas por GeoGebra para el aprendizaje de la funcion lineal”. Este
proyecto estara bajo la direccion de la Magister Maria Alejandra Solano Delgado, docente de la
Escuela de Educacion de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia UNAD y de aprobarse la
presente solicitud se desarrollard en el grado noveno de la Institucion Educativa.

Adjunto a la presente comunicacion se describen las caracteristicas principales de la investigacion
a desarrollar.

Gracias por la atencion prestada.

Atentamente,

Victor Luis Lora Carrasquilla Yenny Katherine Santamaria Medina

C.C. 1.052.084.173 C.C. 63.557.046
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Estudiantes de Maestria en Educacion Matematica
Universidad Nacional Abierta y a Distancia — UNAD

Titulo del proyecto: Procesos semioticos y construccion cognitiva en torno al aprendizaje de la
funcidn lineal: una investigacion mediada por GeoGebra en noveno grado.

Institucion donde se realizara el estudio: Centro de Educacion El Recreo, Cartagena — Bolivar

1. Presentacion del estudio

Se espera desarrollar el proyecto de investigacion titulado “Procesos semioticos y construccion
cognitiva en torno al aprendizaje de la funcion lineal: una investigacion mediada por GeoGebra en
noveno grado.”, el cual se realiza como requisito académico del programa de Maestria en
Educacion Matematica de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia (UNAD).

El estudio tiene como proposito analizar la evolucion de los procesos de conversion y tratamiento
entre registros semioticos y las estructuras mentales de los estudiantes de grado noveno del Centro
de Educacion El Recreo, durante la implementacion de secuencias didacticas mediadas por
GeoGebra para el aprendizaje de la funcién lineal.

2. Descripcion de la participacion de la institucion
La participacion de la institucion educativa consistira en:

e Autorizar la aplicacion de una prueba diagndstica y una prueba final a los estudiantes de grado
noveno.

e Permitir la implementacion de secuencias didacticas durante las clases regulares de
matematicas.

e Facilitar el uso de recursos institucionales (aula, sala de informdtica u otros espacios
necesarios).

e Autorizar la recoleccion de producciones escritas y digitales de los estudiantes, con fines
exclusivamente académicos.

La duracion aproximada del estudio serd de 12 semanas, distribuidas en sesiones de clase
previamente acordadas con la institucion.

3. Riesgos y beneficios

La investigacion no implica riesgos fisicos ni psicoldgicos para los estudiantes. Las actividades
hacen parte del proceso regular de ensefanza de las matematicas. Los beneficios esperados
incluyen: Fortalecimiento de la comprension de las funciones lineales, desarrollo del pensamiento
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variacional, integracion pedagdgica de herramientas tecnologicas y aporte a la mejora de la practica
docente en el drea de matematicas.

4. Confidencialidad y uso de la informacion

La informacidn recolectada sera utilizada unicamente con fines académicos e investigativos. Se
garantiza que en cumplimiento de la Ley 1581 de 2012 sobre proteccion de datos personales: Los
nombres de los estudiantes y de la institucion no seran divulgados en informes publicos, los
resultados seran presentados de manera grupal y anénima, los datos seran tratados conforme a los
principios éticos de la investigacion educativa.

5. Caracter voluntario

La participacion de la institucion en este proyecto es voluntaria. La institucion podré retirar su
autorizacion en cualquier momento, sin que ello genere consecuencias académicas o
administrativas.

6. Declaracion de consentimiento institucional

Habiendo sido informado(a) sobre los objetivos, metodologia y alcances del estudio, la
institucion educativa:

0 AUTORIZA [0 NO AUTORIZA

la realizacion del proyecto de investigacion anteriormente descrito en la institucion bajo su
supervision.

Nombre del directivo(a) o representante institucional:
Cargo:
Fecha:

Firma:
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Apéndice E. Consentimiento informado padres de familia y/o acudientes

Consentimiento informado para padres de familia y/o acudientes

Cartagena, 16 febrero de 2026
Estimado padre de familia o acudiente:

Somos estudiantes del Programa de Maestria en Educacion Matematica de la Universidad Nacional
Abierta y a Distancia UNAD y nos encontramos llevando a cabo la investigacion titulada:
“Procesos semioticos y construccion cognitiva en torno al aprendizaje de la funcion lineal: una
investigacion mediada por GeoGebra en noveno grado”, cuyo objetivo principal es “Analizar la
evolucion de los procesos de conversion y tratamiento entre registros semidticos y las estructuras
de construccion de pensamiento matematico (Accion, Proceso, Objeto y Esquema) de los
estudiantes de grado noveno del Centro de Educacion El Recreo, durante la implementacion de
secuencias didacticas mediadas por GeoGebra para el aprendizaje de la funcion lineal”.

Por tanto, nos dirigimos respetuosamente solicitando su autorizacion para que su hijo participe en
este proceso. Se desarrollaran una serie de actividades que constan de tres (3) sesiones de clase con
una duracién maxima de 120 minutos cada sesion, donde el estudiante desarrollara actividades de
fortalecimiento de pensamiento variacional y algebraico. El proceso sera estrictamente
confidencial y ni su nombre ni el de su hijo (a) se verd afectado de ninguna manera; es decir su
identidad sera preservada confidencialmente.

Por otro lado, la participacion o no participacion en el desarrollo de esta investigacion no afectara
de ninguna manera la nota del estudiante. La participacion es voluntaria. Usted y su hijo (a) tienen
derecho de retirar el consentimiento para desistir en cualquier momento. El estudio no conlleva
ningln riesgo. No recibird ninguna compensacion por participar. Si tiene alguna pregunta o desea
ampliar informacion sobre esta investigacion, se puede comunicar con los docentes investigadores
a los siguientes correos: vllorac(@unadvirtual.edu.co o yksantamariam(@unadvirtual.edu.co

Si desea que su hijo participe, favor llenar la autorizacion y devolverla. Preguntas o dudas sobre
los derechos de su hijo(a) pueden ser resueltas en cualquier momento.

Gracias por la atencion prestada.

Atentamente,
Victor Luis Lora Carrasquilla Yenny Katherine Santamaria Medina
C.C. 1.052.084.173 C.C. 63.557.046

Estudiantes de Maestria en Educacion Matematica
Universidad Nacional Abierta y a Distancia — UNAD


mailto:vllorac@unadvirtual.edu.co
mailto:yksantamariam@unadvirtual.edu.co

Declaracion de consentimiento

Yo, identificado(a) con cédula
como padre, madre o acudiente del estudiante:

Nombre del estudiante:
Grado: Noveno (9°), Centro Educativo El Recreo. Declaro que:

L] He leido y comprendido la informacion proporcionada.

L] Autorizo voluntariamente la participacion de mi hijo(a) en el proyecto de investigacion
descrito.

Nombre del padre/madre/acudiente:
Numero de identificacion:

Teléfono de contacto:

Firma:

Fecha:
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